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Primäre imtl sekundäre polare Räume einer linearen 

Strahlenkongruenz. 

Von Herrn Stanislaus Jolles in Ilalensce. 



JJie beiden Systeme polarer Räume, für welche eine lineare Strahlen- 
kongruenz C\ polarinvariant ist, hat v. Htandt entdeckt*). Die polaren 
Räume des einen Systems enthalten die durch die lineare Kongruenz in ihren 
Strahlen hervorgerufenen Punkt- und Ebeneninvolutionen, die des anderen 
Systems enthalten diese Involutionen nicht. Erstere polaren Räume werden 
in den folgenden Untersuchungen als primäre^ letztere als sekundäre polare 
Räume der linearen Strahlenkongruenz bezeichnet. — Das Gebüsch der 
primären polaren Räume von C\ wird synthetisch ermittelt und dann das 
Verhältnis der primären und sekundären polaren Räume von C\ zur Kon- 
gruenz und zueinander. Eingehende Beachtung finden dabei solche pri- 
mären polaren Räume, die für primäre bzw. sekundäre polare Räume von C\ 
polarinvariant sind. 

1. Zwei durch eine lineare Strahlenkongruenz C\ einander zugeord- 
nete Punkte Pj P' liegen auf einem Strahle;) von C\. Sind nun lil, li] zwei 
durch je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ gehende Flächen eines 
F^ Büschels und gehört P zu keiner von beiden, so sind die Polaren pi,2h 
von p für Bl bzw. Hl windschief zu ]) und — wenn vorausgesetzt wird, 
daß p nicht mit einem solchen Strahle von C\ zusammenfällt, der Hl und B] im 
nämlichen Punkte berührt — windschief zueinander. Die Polarebenen von 
P für die Flächen B^ B] gehen durch r **), folglich bilden die Polarebenen 



*) Beiträge zur Geometrie der Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, Nr. 105 und 109. 
♦♦) V. Staudt, ^. a. 0. Nr. 105. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 1 
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von P für die Flächen des F^ Büschels einen EbenenbUschel 1. Ordnung, 
dessen Achse ^ nicht nur mit 7;,, pa? sondern auch mit p inzident ist. Durch- 
läuft P die Gerade p, so beschreibt die an p,pi.])2 hingleitende Gerade p 
eine Regelschar 2. Ordnung. Ihre Leitschar besteht aus den Polaren von p 
für die Flächen des F^ Büschels, und da sie p enthält, so ist p für eine 
Fläche des F' Büschels autopolar und liegt also auf ihr. Die durch einen 
beliebigen Punkt P gehende Fläche des F^ Büschels geht somit auch durch 
den mit P inzidenten Strahl 2^ von CJ. Hieraus folgt: 

Enthalten zwei Flächen eines F^ Büschels je eine reelle Kegel- 
schar 2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz ('}, so enthalten 
auch alle übrigen reellen Flächen des F^ Büschels je eine reelle Regel- 
schar 2. Ordnung von CJ. 

Eine beliebige Gerade // schneidet die Flächen eines F^ Büschels in 
den Punktepaaren einer Involution. Enthalten die Flächen des F^ Büschels 
je eine Regelschar einer linearen Strahlenkongruenz CJ, so haben sie folg- 
lich mit der Regelschar 2. Ordnung von CJ, zu deren Leitstrahlen g gehört, 
die Strahlenpaare einer Strahleninvolution gemein, d. h.: 

Die Flächen eines F'^ Büschels, welche je eine Regelschar 
2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz CJ enthalten, schneiden 
eine beliebige Regelschar 2. Ordnung von CJ in den Strahlenpaaren 
einer Involution. 

2. Zwei Flächen, welche je eine Regelschar 2. Ordnung einer linearen 
Strahlenkongruenz enthalten, schneiden sich außer in den Leitgeraden v. v 
der Kongruenz noch in zwei reellen oder konjugiert imaginären Kongruenz- 
strahlen. Bei einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz haben also 
die P Büschel, deren Flächen je eine Regelschar der Kongruenz enthalten, 
teils vier reelle Grundstrahlen, teils nur die beiden reellen Grundstrahlen ?/, /•. 
Bei einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz hingegen sind entw^eder 
alle vier Grundstrahlen jener F^ Büschel imaginär, oder nur ti, v allein. 
Ein solcher P Büschel mit vier imaginären Grundstrahlen enthält auch 00^ 
imaginäre Flächen. Da nun in den polaren Räumen seiner reellen Flächen 
die durch die elliptische Strahlenkongruenz einander zugeordneten Punkte 
und Ebenen konjugiert sind, so sind sie es auch in den polaren Räumen 
seiner imaginären Flächen. Ferner sind die Polaren eines Kongruenz- 
strahles s in den polaren Räumen der reellen Flächen dieses P Büschels 
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Strahlen einer Regelschar 2. Ordnung der Kongruenz*), folglich sind die 
übrigen Strahlen dieser Regelschar die Polaren von s in den polaren Räumen 
der imaginären Flächen dieses F'^ Büschels. Eine elliptische lineare Strahlen- 
kongruenz ist demnach auch für die polaren Räume der imaginären Flächen 
des F'^ Büschels polarinvariant. Kurz, es gilt mit Rücksicht auf die in der 
Einleitung eingeführte Bezeichnung: 

Eine elliptische lineare Strahlenkongruenz wird auch durch un- 
endlich viele primäre polare Räume mit imaginären Inzidenzflächen in 
sich selbst übergeführte 

3. Sind die durch eine lineare Strahlenkongruenz C} einander zu- 
geordneten Punkte und Ebenen in zwei polaren Räumen /JJ, fJl konjugiert, 
so sind sie es auch in den polaren Räumen des durch /7j, H] gehenden 
Büschels polarer Räume. Die reellen Inzidenzflächen der polaren Räume 
dieses Büschels enthalten je eine reelle Regelschar 2. Ordnung von CJ, 
folglich erweisen sich analog wie in 2. alle seine polaren Räume als pri- 
märe polare Räume von C}, und es kann demnach der Satz ausgesprochen 

. werden : 

Zwei primäre polare Räume einer linearen Strahlenkongruenz 
('} bestimmen einen Büschel solcher polaren Räume. Die reellen In- 
zidenzflächen der polaren Räume des Büschels sind Regelflächen 2. Ord- 
nung, von denen je eine Regelschar zu (*J gehört. 

4. Durch drei polare Räume FI]^ FIl^ fJ]^ die nicht alle drei einem 
Büschel angehören, geht ein Bündel polarer Räume. Führt jeder dieser 
drei polaren Räume die lineare Strahlenkongruenz derart in sich selbst über, 
daß die durch C\ einander zugeordneten Punkte und Ebenen in ihnen kon- 
jugiert sind, so hat jeder polare Raum eines durch zwei von den drei polaren 
Räumen /7J, FJ]^ fl] bestimmten Büschels nach 3. dieselbe Eigenschaft. 
Ein beliebiger Büschel des Bündels hat nun mit jedem Büschel, der zwei 
der polaren Räume /Jj, /J?, 171 verbindet, einen polaren Raum gemein, folg- 
lich enthält er nach 3. nur polare Räume, für die C\ polarinvariant ist, und 
in denen die durch C\ einander zugeordneten Punkte und I^benen konjugiert 
sind. Demnach ist bewiesen: 



*) V, Staudt, a. a. 0., Xr. lOf). 
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Drei keinem Büschel angehörige primäre polare Räume einer 
linearen Strahlenkongruenz C\ bestimmen einen Bündel solcher polaren 
Räume. 

Einen Bündel primärer polarer Räume von C\ bilden die polaren 
Räume aller Rcgelflächen 2. Ordnung, die je eine Regelschar 2. Ordnung 
von C\ enthalten und durch einen beliebigen Punkt des Raumes, also durch 
den mit ihm inzidenten Kongruenzstrahl gehen. 

5. Durch vier polare Räume, die nicht alle einem Bündel angehören, 
geht ein Gebüsch polarer Räume. Führt jeder von diesen vier polaren 
Räumen die lineare Strahlenkongruenz C\ derart in sich über, daß die 
durch C\ einander zugeordneten Punkte und Ebenen in ihnen konjugiert 
sind, so läßt sich in analoger Weise wie in 4. dartun, daß alle polaren 
Räume des Gebüsches dieselbe Eigenschaft haben. Durch einen beliebigen 
Punkt sendet das Gebüsch einen Bündel von Inzidenzflächen seiner polaren 
Räume. Er besteht aus allen durch diesen Punkt gehenden Regelflächen 
2. Ordnung, die je eine Regelschar von C\ enthalten (4.). Die reellen In- 
zidenzflächen der polaren Räume des Gebüsches sind also identisch mit allen 
Regelflächen 2. Ordnung, die je eine Regelschar 2. Ordnung von T} enthalten,* 
und das Gebüsch besteht folglich nach 2. und 8. aus allen polaren Räumen, 
die C\ derart in sich überführen, daß die durch (>} einander zugeordneten 
Punkte und Ebenen in ihnen konjugiert sind. In anderen Worten: 

Die primären polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz 
bilden ein Gebüsch. Die reellen Inzidenzflächen dieser polaren Räume 
bilden alle Regelflächen 2. Ordnung, welche je eine Regelschar 2. Ord- 
nung der Kongruenz enthalten. 

6. Liegen zwei Regelscharen 2. Ordnung einer hyperbolischen linearen 
Strahlenkongruenz bzw. auf je einer Fläche eines F^ Büschels, so geht jede 
Fläche des Büschels nach 1. durch je eine Regelschar der Kongruenz. Die 
Grundkurve des F^ Büschels besteht aus den Leitgeraden u^ v der hyper- 
bolischen linearen Kongruenz und, wenn wir voraussetzen, daß jene beiden 
Regelscharen zwei reelle Strahlen m^ n gemein haben, aus den Kongruenz- 
strahlen 7/1, n. Diese Kongruenzstrahlen sind das eine Paar, die Leit- 
geraden u^v das andere Paar Gegenseiten eines einfachen Raumvierseits, 
dessen Diagonalen zwei Kongruenzstrahlen a, h sind, a, b sind reziproke 
Polaren für die Flächen des F'^ Büschels, und die durch die hyperbolische 
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lineare Kongruenz einander zugeordneten Punkte und Ebenen von a^ b sind 
für alle Flächen des F^ Büschels konjugiert. 

Haben zwei Regelflächen 2. Ordnung lil^Rlj welche durch je eine Regel- 
schar 2. Ord. einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz gehen, keine reellen 
Strahlen geraein, und ist x ein weder auf R\ noch auf Rl gelegener Kongruenz- 
strahl, so sind die Polaren a*,, x^ von x für R] bzw. R\ durch diese Flächen von x 
harmonisch getrennt Die durch x^ o:,, X2 gehende Regelfläche 2. Grades 3^ hat 
also mit R\ bzw. Rl reelle Punkte gemein. Sie liegen, da .r, x^^ x^ durch eine Regel- 
schar 2. Ordnung 3£^ der Kongruenz verbunden werden, auf je zwei Kongruenz- 
strahlen ^;„ 5i bzw. pi^ qz. Zur Regelschar 36^ gehören hiernach je zwei Strahlen 
von R] und R] und je ein Paar reziproker Polaren .r, x^ bzw. x^ x^ für jede 
dieser beiden Flächen. X^ ist folglich für R] und Rl polarinvariant, und 
zwar rufen die polaren Räume von R] und Rl in 9£^ zwei hyperbolische 
Involutionen mit den Doppelstrahlen jh^ ^h ^^w. p^^ (/2 hervor. R\^ Rl haben 
der Voraussetzung nach keine reellen Strahlen gemein, die bzw. auf ihnen 
gelegenen Strahlenpaare 7;,, ^, bzw. p2^ q-i von 3C^ trennen sich also nicht. 
Folglich haben jene beiden in X^ hervorgerufenen hyperbolischen Involu- 
tionen ein reelles Strahlenpaar a^ b gemein. «, b sind reziproke Polaren 
sowohl für R\ wie für ii?2 und folglich für den durch die polaren Räume 
von R[ und Rl gehenden Büschel. In allen seinen polaren Räumen sind 
nach 3. die durch C\ einander zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert, 
und jeder von ihnen führt C\ in sich selbst über. Der Büschel polarer 
Räume enthält, da R[ und Rl der Voraussetzung nach keine reellen Strahlen 
miteinander geraein haben, auch 00^ polare Räume mit imaginären Inzidenz- 
flächen. Als Ergebnis der Untersuchungen dieser Nummer folgt also: 

Haben die Inzidenzflächen, welche bei einer linearen Strahlen- 
kongruenz C\ zu einem Büschel primärer polarer Räume gehören, vier 
oder keine reellen Strahlen gemein, so haben die polaren Räume des 
Büschels zwei reelle Strahlen von C\ zu gemeinsamen reziproken Polaren. 

7. Zwei windschiefe Strahlen a, b einer linearen Strahlenkongruenz 
C\ und die durch (/} in ihnen hervorgerufenen Punkt- und Ebeneninvolu- 
tionen bestimmen einen Büschel polarer Räume, welche a, b zu reziproken 
Polaren haben und jene Punkt- und Ebeneninvolutionen enthalten. Die 
Doppelebenen der durch C\ in a bzw. b hervorgerufenen Ebeneninvolutionen 
sind je ein Paar ausgearteter Inzidenzflächen dieser polaren Räume. Ganz 
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wie in 1. läßt sich zeigen, daß die reellen Inzidenzflächen dieser polaren 
Räume durch je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ gehen, und daß also 
der Büschel nach 3. aus primären polaren Räumen von C\ besteht. Somit 
ist dargetan: 

Je zwei windschiefe Strahlen einer linearen Strahlenkongruienz ( f 
sind. reziproke Polaren für einen Büschel primärer polarer Räume von C\. 

8. Zwei windschiefe Strahlen a^ h einer linearen Strahlenkongruenz ('; 
bestimmen nach 7. einen Büschel primärer polarer Räume von C\ mit den 
gemeinschaftlichen reziproken Polaren a^ b. Durch die polaren Räume dieses 
Büschels sind einem zu a, h windschiefen Kongruenzstrahle x als Polaren die 
Strahlen einer durch a, h gehenden Regelschar 2. Ordnung von C\ zugeordnet. 
Da diese nach 1. auch den Strahl x enthält, so besteht demnach die Beziehung: 

Sind von vier zueinander windschiefen Strahlen r/, /;, c, d einer 
linearen Strahlenkongruenz C\ sowohl die Strahlen a^ 4, wie c, d rezi- 
proke Polaren in einem primären polaren Räume von C|, so gehören 
sie einer Regelschar zweiter Ordnung der Kongruenz an. 

9. Zwei windschiefe Strahlen r/, b einer linearen Strahlenkongruenz (\ 
werden mit einem beliebigen zu ihnen windschiefen Strahle x von ( *} durch 
eine Regelschar Tc der Kongruenz verbunden. Sind a^ b — was nunmehr 
vorausgesetzt wird — reziproke Polaren in einem primären polaren Räume FP 
von ('}, so enthält X^ nach 8. auch die x in IV zugeordnete Polare. Alle 
durch rt, b gehenden Regelflächen 2. Ordnung, welche durch je eine Regel- 
schar 2. Ordnung von C\ gehen, sind also für IP polarinvariant. Das Gleiche 
gilt von denjenigen Regeltiächen 2. Ordnung, welche je eine Regelschar 
2. Ordnung von C\ und zwei windschiefe in FP zueinander polare Kon- 
gruenzstrahlen c,rf enthalten. Die durch a^b bzw. c,d und je eine Regel- 
schar 2. Ordnung von C\ gehenden Flächen 2. Ordnung bilden zwei F^ Büschel. 
Sind a, b, c, d untereinander windschief, so haben diese beiden F"^ Büschel 
die durch jene vier Strahlen gehende Fläche 2. Ordnung gemein und gehören 
also einem F^ Bündel an. Jeder von beiden Büscheln sendet eine Fläche 
durch einen beliebigen Kongruenzstrahl x. Diese beiden Flächen enthalten 
auch die Polare von x in /7^, sie bestimmen einen im F^ Bündel enthaltenen 
Büschel, dessen Flächen je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ enthalten 
und für FP polarinvariant sind. Fällt x nacheinander mit allen Kongruenz- 
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ötralileii zusammen, so ergeben sich auf diese Weise alle reellen Flächen 
des F^ Bündels als polarinvariant für /7^ 

Der F^ Bündel kann imaginäre Flächen enthalten ; es fragt sich, ob 
auch diese, d. h. ihre polaren Räume, für den polaren Raum 77^ polar- 
invariant sind. Durch zwei reelle Flächen des F^ Bündels geht ein in ihm 
enthaltener F^ Büschel. Seine reellen Flächen sind für 77^ polarinvariant. 
Alle Flächen dieses Büschels sind nach 3. Inzidenzflächen primärer polarer 
Räume von C}, folglich bilden in diesen polaren Räumen die Polaren eines 
beliebigen Kongruenzstrahles r eine in C\ enthaltene zum F^ Büschel pro- 
jektive Regelschar 2. Ordnung JR^ Durch fJ^ geht jede reelle Fläche des 
F^ Büschels in sich selbst über, reziproke Polaren für jede solche Fläche 
also wiederum in reziproke Polaren dieser Fläche. fJ^ führt demnach den 
Strahl 7' und die zum F"^ Büschel projektive Regelschar 3t^ in einen Kon- 
gruenzstrahl r„ und eine zum F^ Büschel projektive in C\ enthaltene Regel- 
schar ))V„ derart über, daß die Polaren von r und r^ für die nämlichen 
reellen Flächen des F^ Büschels homologe Strahlen der beiden projektiven 
Regelscharen JR', dV„ sind. Nun bilden die Polaren von r„ für alle Flächen 
des F^ Büschels eine zu ihm und somit auch zu 9i^ projektive Regelschar 
2. Ordnung. Beide projektiven Regelscharen haben die Polaren von r„ für 
die reellen Flächen des F^ Büschels entsprechend gemein, folglich auch 
die Polaren von r„ für die imaginären Flächen des Büschels. Durch den 
polaren Raum 77^ werden also zwei Strahlen von C}, die reziproke Polaren 
für eine reelle oder imaginäre Fläche des F"^ Büschels sind, wiederum in 
zwei für die nämliche Fläche zueinander polare Kongruenzstrahlen über- 
geführt. Die polaren Räume der Flächen des F^ Büschels sind aber pri- 
märe polare Räume von C\ , die in den Kongruenzstrahlen durch CJ hervor- 
gerufenen Punkt- und Ebeneninvolutionen sind demnach in diesen polaren 
Räumen enthalten, folglich wird jeder polare Raum einer Fläche des 
F Büschels durch 77^ in sich selbst übergeführt, oder: 

Die primären polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz C\i 
welche für einen primären polaren Raum dieser Kongruenz polar- 
invariant sind, bilden einen Bündel. Sind zwei primäre polare Räume 
von C\ für einen primären polaren Raum dieser Kongruenz polar- 
invariant, so ist es auch jeder polare Raum des von ihnen bestimmten 
Büschels. 
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10. Je zwei zu einem Gebüsche polarer Räume gehörige Bündel 
haben einen Büschel polarer Räume gemein. Da nun nach 5. alle primären 
polaren Räume einer linearen Strahlenkongruenz C\ ein Gebüsch bilden, so 
bilden alle flir zwei primäre polare Räume von C\ polarinvarianten primären 
polaren Räume dieser Kongruenz einen Büschel. Für jeden polaren Raum 
dieses Büschels sind nach 9. auch die polaren Räume des durch jene zwei 
polaren Räume gehenden Büschels polarinvariant, folglich ergibt sich: 

Ein Büschel primärer polarer Räume einer linearen Strahlen- 
kongruenz C\ ist einem zweiten Büschel primärer polarer Räume von C\ 
derart zugeordnet, daß die polaren Räume des einen Büschels für die 
polaren Räume des anderen polarinvariant sind. 

Je drei zu einem Gebüsche polarer Räume gehörige Bündel haben 
einen polaren Raum gemein, folglich gibt es nur einen primären polaren 
Raum von TJ, der für drei zu keinem Büschel gehörige primäre polare 
Räume und folglich für alle polaren Räume des durch sie hindurchgehenden 
Bündels primärer polarer Räume von ('} polarinvariant ist. 

11. Sind R\ und Rl füreinander polarinvariante Regelflächen 2. Grades, 
welche bzw. die Regelscharen 2. Ordnung 3iJ, 3{2 einer linearen Strahlenkon- 
gruenz C\ enthalten, so trennen je zwei für li\ zueinander polare Strahlen 
von Olj je zwei durch (■} einander zugeordnete Leitstrahlen von R] harmo- 
nisch. Je zwei durch ('} einander zugeordnete Strahlen einer Regelschar 
2. Ordnung 9ii dieser Kongruenz er^veisen sich sonach als reziproke Polaren 
für alle Flächen 2. Ordnung, welclie für die durch 9li gehende Fläche 
2. Ordnung polarinvariant sind und je eine Regelschar 2. Ordnung von ( '} 
enthalten. Alle je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ enthaltenden Regel- 
flächen 2. Grades sind nun Inzidenzflächen primärer polarer Räume von t'}, 
und je zwei solcher polaren Räume, welche für einen primären polaren Raum 
von C\ polarinvariant sind, bestimmen nach 9. einen Büschel solcher pri- 
mären polaren Räume. Sonach läßt sich leicht schließen: 

Die durch eine lineare Strahlenkongruenz C\ einander zugeord- 
neten Leitstrahlen einer in ihr enthaltenen Regelschar 2. Ordnung W 
sind reziproke Polaren in allen primären polaren Räumen von (/}, welche 
für die durch 9i^ gehende Regelfläche 2. Grades polarinvariant sind. 

12. Gehören vier windschiefe Geraden (/, i, c, d nicht derselben Regcl- 
sehar 2. Ordnung an, so sind «, h und c, d und ferner paarweise alle übrij»en 
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Strahlen der dorch a^b^e^d gehenden linearen Strahlenkongruenz ( ! kzU 
proke Polaren für -x^ polare Räume*). Die Polarebenen eines beliebigen 
Punktes in diesen polaren Räumen bilden einen EbenenbUsehel 1. Ordnung^ 
folglich bilden die polaren Räume selbst einen BUsehel polarer Räume. 
Diese polaren Räume sind nach 8. sekundäre polare Räume für C\y somit 
ist bewiesen: 

Bestimmen vier windschiefe Geraden a^ A, Cj d eine lineare 
Strahlenkongruenz C}, so sind a^b und c^d und femer paarweise alle 
fibrigen Strahlen von ('} reziproke Polaren in den polaren Räumen 
eines Büschels sekundärer polarer Räume von V\. Durch einen sekun- 
dären polaren Raum von C\ geht ein Büschel sekundärer polarer Räume 
dieser Kongruenz, welche in C\ dieselbe polare Paarung wie jener 
polare Raum hervorrufen. Eine lineare Strahlenkongruenz hat cv^ 
sekundäre polare Räume. 

Ein Büschel primärer polarer Räume von ('1 ist nach 10, eintMn 
anderen Büschel solcher polaren Räume derart zugeordnet, daß jeder polare 
Raum des einen Büschels für alle polaren Räume des anderen polarinvariant 
ist. Nun sind nach 11. je zwei durch C\ einander zugeordnete Strahlen uu 
einer Inzidenzfläche eines polaren Raumes des einen Büschels reziproke 
Polaren in allen polaren Räumen des anderen, und ferner geht durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes je eine Inzidenzfläche des Büschels. Folglich 
ergibt sich aus dem vorstehenden Hauptsatze beiläufig: 

Gehen die Flächen eines F^ Büschels durch Regelscharen 
2. Ordnung einer linearen Strahlenkongruenz (i, so bilden die C\ nicht 
angehörigen Regelscharen dieser Flächen eine zweite lineare Strahljn- 
kongruenz. 

18. Ein polarer Raum ist ein sekundärer polarer Raum einer hyper- 
bolischen linearen Strahlenkongruenz, sobald in ihm die Leitgeraden v^ v 
der Kongruenz zueinander polar sind**). Als Inzidenzilächen sekundärer po- 
larer Räume einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz kUnnen also alle 
allgemeinen Flächen 2. Grades auftreten, gleichgültig, ob sie reell sind oder 



*) Reye^ Geometrie der Lage, zweite Abteilung, dritte Auflage, Leipzig 1H<.)2, 
Nr. 57, S. 274. 

**) Reye, Geometrie der Lage, zweite Abteilung, erste Auflage, Hannover 1808, S. 1 IT). 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft I. 2 
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nicht. Alle sekundären polaren Räume einer hyperbolischen linearen Strahlen- 
kongruenz, welche die Strahlen der Kongruenz in gleicher Weise polar 
paaren und also nach 12. einen Büschel bilden, bestimmen auf den Leit- 
geraden 2/, V dieselben Involutionen konjugierter Punkte. Diese Punktinvo- 
lutionen sind entweder beide hyperbolisch oder beide elliptisch, oder die 
eine ist hyperbolisch und die andere elliptisch. Sonach gilt: 

Die Inzidenzflächen der sekundären polaren Räume, welche die 
Strahlen einer hyperbolischen linearen Strahlenkongruenz in gleicher 
Weise polar paaren, bilden einen F^ BUschel. Seine Grundkurve ist 
ein von Kongruenzstrahlen begrenztes einfaches Raumvierseit, dessen 
Seiten entweder alle vier reell oder zwei Paar konjugiert imaginärer 
Geraden erster oder zweiter Art sind. 

14. Eine Regelfläche 2. Grades ist nur dann die Inzidenzfläche eines 
sekundären polaren Raumes einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz, 
wenn ihre eine Regelschar durch die Kongruenz elliptisch, die andere hyper- 
bolisch gepaart wird und also zwei reelle Kongruenzstrahlen enthält*). Eine 
nicht geradlinige Fläche 2. Grades kann nach Herrn Reye überhaupt nicht 
die Inzidenzfläche eines sekundären polaren Raumes einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz sein**). Da nun jeder Büschel polarer Räume cx>^ polare 
Räume mit reellen Inzidenzflächen enthält, und jeder sekundäre polare Raum 
nach 12. einen Büschel solcher polaren Räume bestimmt, welche dieselbe 
polare Zuordnung wie er hervorrufen, so gehen die Inzidenzflächen eines der- 
artigen Büschels sekundärer polarer Räume bei einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz durch zwei reelle Kongruenzstrahlen. Kurz: 

Die Inzidenzflächen der sekundären polaren Räume einer ellipti- 
• sehen linearen Strahlenkongruenz sind stets reelle Regelflächen 2. Grades, 
deren eine Regelschar durch die Kongruenz hyperbolisch involutorisch, 
deren andere durch sie elliptisch involutorisch gepaart wird. 

15. Ein Büschel sekundärer polarer Räume, welche eine elliptische 
lineare Strahlenkongruenz in gleicher Weise polar paaren, enthält nach 14. 

*) V. Staudt^ Beiträge zur Geometrie der Lage, erstes Heft, Nürnberg 1856, Nr. 102. 
**) Der von mir gegebene Beweis des Satzes (Rei/e, Geometrie der Lage, 
zweite Abteilung, vierte Auflage, Stuttgart 1907, S. 86) läßt ohne weiteres erkenneri, daß 
überhaupt eine überall konvexe Fläche niemals durch eine elliptische lineare Strahlen- 
kongruenz in sich selbst übergeführt wird oder, wie ich mich kurz ausdrücken will, nie- 
mals für eine elliptische lineare Strahlenkongruenz geschartinvariant sein kann. 
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nur polare Räume, deren Inzidenzilächen nicht mehr als zwei reelle Kongruenz- 
Strahlen enthalten, und zwar liegen diese auf allen Inzidenzilächen. Hätten diese 
Inzidenzilächen noch zwei andere reelle Geraden gemein, so wären diese durch 
die Kongruenz einander zugeordnet. Dann enthielte aber der von diesen Inzidenz- 
ilächen gebildete F^ BUschel auch die Inzidenziläche eines primären polaren 
Raumes, und das ist nach 13. ausgeschlossen. Also: 

Die Inzidenzilächen der sekundären polaren Räume, welche eine 
elliptische lineare Strahlenkongruenz in gleicher Weise polar paaren, 
bilden einen F^ BUschel, dessen Elemente außer zwei reellen Kon- 
gruenzstrahlen keine weiteren reellen Geraden gemein haben. 

Mit Rücksicht auf den in 12. gefundenen Hauptsatz folgt hieraus 
beiläufig: 

Sind vier zueinander windschiefe Geraden «, i, c, rf nur mit zwei 
konjugiert imaginären Geraden inzident, und sind «, h und c, d reziproke 
Polaren eines polaren Raumes, so ist seine Inzidenziläche stets eine 
Regelfläche 2. Grades. 

16. Durch einen sekundären polaren Raum einer elliptischen linearen 
Strahlenkongruenz geht nach 12. ein Büschel sekundärer polarer Räume, 
welche die Strahlen der Kongruenz in gleicher Weise wie er polar paaren. 
Jede Inzidenzfläche eines solchen polaren Raumes schneidet einen beliebigen 
Strahl s der Kongruenz in je zwei durch die Kongruenz einander zu- 
geordneten Punkten. Nun bilden je zwei einander zugeordnete Punkte von s 
ein Punktepaar einer elliptischen Punktinvolution, folglich schneiden alle In- 
zidenzflächen jenes Büschels s in reellen Punkten, d. h.: 

Paart eine elliptische lineare Strahlenkongruenz beide Regelscharen 
einer Regelfläche 2. Grades involutorisch, so schneidet jeder Kongruenz- 
strahl diese Fläche in einem Paar reeller durch die Kongruenz einander 
zugeordneter Punkte. Die Inzidenzflächen zweier sekundären polaren 
Räume einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz haben stets auch 
eine reelle Schnittkurve miteinander gemein. 

17. Durch die Inzidenzflächen zweier sekundären polaren Räume 
einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz geht ein F^ Büschel, dessen 
Flächen die Kongruenzstrahlen — wie aus 16. ohne weiteres folgt — in 
je zwei reellen Punkten schneiden, die durch die Kongruenz einander zu- 
geordnet sind. Somit erweisen sich alle Flüchen dieses F^ Büschels als 
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Inzidenzflächen sekundärer polarer Räome der elliptischen linearen Strahlen- 
kongraenz. Darch zwei sekondäre polare Räame einer elliptischen linearen 
Strahlenkongmenz geht also ein BO^chel solcher sekundären polaren Räume. 
Der gleiche Satz gilt auch für die hyperbolische lineare Strahlenkongmenz, 
da ihre Leitgeraden u. r in allen sekundären polaren Räumen der Kongruenz und 
nur in diesen polaren Räumen polar zueinander sind. Demnach gilt ganz allgemein: 

Durch zwei sekundäre polare Räume einer linearen Strahlen- 
kongruenz geht ein Büschel solcher polaren Räume. 

18. Paart eine lineare Strahlenkongruenz ( '{ die beiden Regelscbareii 
^)C 2« einer Regelfläcbe 2. Ordnung >? involutoriscb, so sind je zwei zugeord- 
nete Strahlen einer Regelschar — etwa r^ , 7-!^. von iR^ — die Achsen zweier 
projektiven Ebenenbiischel, deren homologe f^benen ebenfalls (\ einander zu- 
ordnet. Beide projektiven Ebenenbiischel erzeugen eine Regelschar 2. Ordnung 
^H/: von ('\. Sie geht, wenn 2^ durch ('} hyperbolisch involutorisch gepaart 
ist, durch die beiden dann zu % gehörigen reellen Kongruenzstrahlen und 
hat, wenn die Kongruenz 2^ elliptisch involutorisch paart, außer r^, r\^ 
mit N^ keine weiteren reellen Strahlen gemein. 

Die Polare eines Strahles x von C\ für »S^ ist ein Kongruenzstrahl y. 
Ist X mit den Geraden r^^r'^ von »S^ inzident, so ist es auch y, folglich er- 
weist sich die Regelschar JHJ^ von ('\ und demnach auch die sie enthaltende 
Fläche IV für *S^ als polarinvariant. Je zwei durch C\ einander zugeord- 
nete Strahlen der Leitschar 2^ von 'Tii haben, da die durch C\ einander 
zugeordneten Strahlen r^^)'^ auf /^^ liegen, zu Polaren für »S^ je zwei durch 
C'l einander zugeordnete Strahlen von 21- Für die Fläche R^ ist umge- 
kehrt die Fläche >S^ polarinvariant. Die für i? zueinander polaren Strahlen 
o;, y von ^M^ bilden mit den gemeinsamen Strahlen /^s, '*> der Regelscharen 
:K> und 2^ ein einfaches Raumvierseit, dessen Diagonalen /s, 1's durch C'l 
einander zugeordnete Strahlen von 2^- sind. 4, /!,. und ebenso je zwei andere 
durch C\ einander zugeordnete Strahlen von 2J sind somit reziproke Polaren 
für W. Hingegen haben, wie sich ohne weiteres ergibt, je zwei durch C\ 
einander zugeordnete Strahlen von .''K^ zu Polaren für R^ wiederum je zwei 
durch r'{ einander zugeordnete Strahlen dieser Regelschar. Somit ist bewiesen: 

Liegen zwei durch eine lineare Strahlenkongruenz C\ einander 
zugeordnete Strahlen r^., r[^ sowohl auf einer Regelfläche 2. Grades »S^, 
deren beide Regelscharen durch C\ involutorisch gepaart sind, wie 
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auch auf einer Regelfläche 2. Grades ii^, die eine Regelschar 2> Ord- 
nung von C\ enthält, so sind beide Flächen füreinander polarinvariant. 
Je zwei durch C\ einander zugeordnete Strahlen der einen Fläche, die 
zur selben Regelschar wie Ts^^a gehören, haben zu Polaren für die 
andere je zwei durch C\ einander zugeordnete Strahlen dieser Regel- 
schar. Hingegen sind je zwei durch C\ einander zugeordnete mit r^. r[^ 
inzidente Strahlen von »S^ selbst reziproke Polaren für i^. 

19. Je zwei durch eine lineare Strahlenkongruenz C{ einander zu- 
geordnete Geraden ;-, / einer Regelfläche 2. Grades S^, deren Strahlen durch 
C\ involutorisch gepaart sind, gehören stets auch zu einer Regelfläche 
2. Grades R\ die eine Regelschar 2. Ordnung von (■[ enthält. Für If sind 
sowohl die Strahlen von C\ paarweise zueinander polar wie auch nach 18. 
je zwei mit r, / inzidente durch C\ einander zugeordnete Strahlen von *S^ 
Folglich ist jede Regelfläche 2. Grades, die durch eine Regelschar 2. Ord- 
nung von C\ geht und je zwei durch C\ einander zugeordnete mit ?•, r' in- 
zidente Strahlen von *S^ enthält, für If polarinvariant. Was für R^ gilt, gilt 
für jede andere Regelfläche 2. Grades, die durch eine Regelschar 2. Ordnung 
von C\ geht und zwei Strahlen von *S^ enthält, die zur nämlichen Regel- 
schar dieser Fläche wie r, r' gehören, demnach folgt mit Rücksicht auf 9.: 

Alle Flächen, welche je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ ent- 
halten und außerdem die nämliche Regelschar Ml einer geradlinigen 
Inzidenzfläche S^ eines sekundären polaren Raumes von C\ in je zwei 
Strahlen schneiden, gehören einem F^ Büschel an. Seine Grundkurve 
besteht aus den Leitgeraden von C\ und aus den zur Leitschar von 9t.? 
gehörigen Kongruenzstrahlen. Die polaren Räume der durch die beiden 
Regelscharen von *S^ bestimmten Büschel primärer polarer Räume von 
C\ sind wechselseitig füreinander polarinvariant. 

Ist S^ insbesondere das Fokalparaboloid einer linearen Strahleukon- 
grueuz, so gehen die durch die ^beiden Regelscharen von S^ bestimmten 
Büschel primärer polarer Räume in die mit den beiden Fokalregelscharen 
bzw. verbundenen Büschel über*). 

20. Sind die beiden Regelscharen einer Regelfläche 2. Grades durch 
eine lineare Strahlenkongruenz CJ involutorisch gepaart, so sind nach 18. 



*) Jolles, Die Fokaltheorie der linearen Strahlenkongruenzen, Math. Annalen, 
Bd. 53, S. 337. 
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die Strahlenpaare der einen Involation reziproke Polaren für alle Regel- 
flächen zweiten Grades, welche je ein Strahlenpaar der anderen Involation 
und je eine Regelschar 2. Ordnung von C\ enthalten. Die durch eine Regel- 
schar von ^ bestimmten durch eine Regelschar von (/} gehenden Regel- 
flächen 2. Grades gehören aber nach 19. einem i^^ BUschel an, folglich gilt: 

Eine Regelfläche 2. Grades *S^ deren beide Regelscharen durch 
eine lineare Strahlenkongruenz r[ involutorisch gepaart werden, ist 
polarinvariant für jeden polaren Raum der beiden Büschel primärer 
polarer Räume, welche bzw. die Regelscharen von 6'^ bestimmen (19.). 
Die durch C\ einander zugeordneten Strahlen der einen Regelscliar 
sind reziproke Polaren für die durch die andere Regelschar bestimmten 
primären polaren Räume. 

21. Durch den polaren Raum -5^ einer Regelfläche 2. Grades, deren 
Regelscharen JH^,ß>- durch eine lineare Strahlenkongruenz C\ involutorisch 
gepaart werden, geht nach 12. ein BUschel [Z^'\ sekundärer polarer Räume, 
welche die Strahlen von C\ in der nämlichen Weise polar paaren wie -T^ 
Nun sind irgend zwei durch je eine Regelschar 2. Ordnung von f '} und 
durch je zwei Strahlen von ^Vs gehende Regelflächen 2. Grades nach 18- 
polarinvariant für -2"^ und folglich auch fUr die polaren Räume von [-5^^]. 
Femer bilden die für jene beiden Regelflächen polarinvarianten primären 
polaren Räume nach 19. den durch die Regelschar S^ bestimmten Büschel 
primärer polarer Räume. Folglich sind die polaren Räume dieses Büschek 
polarinvariant für die des Büschels [^% d. h.: 

Eine Regelfläche 2. Grades N^ deren Regelscharen ,'Ks, 2J durch 
eine lineare Strahlenkongruenz C\ involutorisch gepaart sind, bestimmt 
zwei Büschel primärer und ein Büschel sekundärer polarer Räume von (•}. 
Die polaren Räume jedes dieser Büschel sind polarinvariant für die 
polaren Räume der beiden anderen. ^^ Inzidenzflächen des einen 
Büschels primärer polarer Räume gehen bzw. durch je zwei Strahlen 
von :)is; ^ Inzidenzflächen des anderen bzw. durch je zwei Strahlen 
von S^. (19.). Endlich rufen alle polaren Räume des Büschels sekun- 
därer polarer Räume unter den Strahlen von C\ dieselbe polare Paarung 
hervor (12.). 

Hiilensee, den 21. März 1907. 
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Elementare Irreduzibilitätsuntersuchungen. 

Von Herrn Michael Bauer in Budapest. 



In einer unlängst erschienenen Arbeit habe ich eine einfache ideal- 
theoretische Deutung derP^mew^rschen Zahlen gegeben. Aus dieser Deutung 
folgt unter anderem auch ein Irreduzibilitätssatz. Nun soll in dieser Arbeit 
der a. a. 0. explizit*) angegebene Satz mit den einfachsten Mitteln, ohne 
Anwendung der Idealtheorie und unabhängig von der geometrischen An- 
schauung bewiesen werden**). 

§1. 

1. Wir werden die folgende Aufgabe als die Pmsenx^aXit bezeichnen. 
Es seien 

nicht negative rationale Zahlen; der Wert T ist so zu bestimmen, daß die Reihe 

ri.) ul\ r, + (;^~l)7; ... r,^Qi^k)l\ ... r„ 

mindestens zwei kleinste Zahlen aufweisen soll. 

2. Zur Lösung dieser Aufgabe werden wir fürs erste ein eindeutiges 
Verfahren angeben, durch welches die positiven ganzen Zahlen 



*) Dieses Journal Bd. 132, S. 28. Für ganzzahlige Gleichungen erlaubt die Ideal- 
theorie den Satz sofort zu verallgemeinern; indem man z. B. an Stelle von z eine be- 
liebige irreduzible Form {mod ji) setzt. Vgl. hierzu noch dieses Journal Bd. 128, S. 87. 
Wir wollen hierauf jetzt nicht weiter eingehen. 

**) Man vgl. die Abhandlung von G, Dumas, Sur quelques cas d'irreductibilite 
des polynomes a coefficients rationnels. Journal de Mathematiques, 6. Serie, Bd. II, 
8. 191 — 258, in erster Linie den §3 (8.212) der genannten Abhandlung. 
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kl , A'2 j • • • ^*i 1 • • • ^«5 ^ l^i = ^2. 

und die nicht negativen rationalen Zahlen «^ in der Weise festgelegt werden, 
daß sie die Relationen 

n,+*,+ ... + *, = (^i + «2 + '- + c^i, 



erfüllen und außerdem noch 

(2.) ";<!;< •■•<.^ 

ausfällt. Man wähle vorerst unter den Brüchen 

t 

den kleinsten aus, für welchen noch t möglichst groß ist. So bekommt 
man z. B. 

und es bestehen die Relationen 

(30 Y>".;, t<:K; 

(3'.) '/>!;, t>k,, 

woraus 

(4.) /•.>^;' 

folgt. Man wähle jetzt unter den Brüchen 

t 

den kleinsten aus, für welchen noch t möglichst groß ist. So bekommt 
man z. B. 
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t = kl , /V, + ^2 — ^V, "= ^^2 ^ 

und es bestehen die Delationen 



(5.) -"-'r--^?.' ^<'^'^' 

(5'.) -''-%"- >S' ^>^-^' 

woraus 

(6.) ^^.-^..^^^i + zj 

folgt. Da nach (3*.) 

ist, ergeben sich noch die Relationen 

A.J Aj Aj 

In der angegebenen Weise fortfahrend, verifiziert man leicht die Relationen 
(L) und (2.). 

3. Nun werden wir beweisen können, daß die Werte (2.) die Lösungen 
der Puisexixschen Aufgabe Hefern. Fürs erste ist jede Lösung numerisch 

nicht kleiner als |^. Denn ist die Zahl T eine Lösung, so existiert ein 

Index v^ für welchen 

nTy>r,+{n^v)T 
ausfällt, und so folgt nach (3.*) 

Setzen wir nun 

r=^y-]rT\ (f>0) 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft I. ;•) 
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80 bestehen für die ersten k^ Glieder der Reihe (I.) folgende Relationen: 

n + («-i)(^+7')>n|^ + («-i)r, 



(I*.) 



Falls T = ist, wird in der Tabelle (I*.) das erste und letzte Element 
gleich groß, die übrigen sind numerisch nicht kleiner, folglich genügt 

wirklich der Aufgabe*). Nehmen wir 7'>0 an, so nimmt in (I*.) das letzte 
Element den einzigen kleinsten Wert an; infolgedessen sind die Lösungen 

unserer Aufgabe, welche numerisch größer sind als y-, identisch mit den 
Tiösungen, welche die zu der Reihe 



(IL) 



Nl\ r, + (A^-l)y;..., r 



N1 



gehörige Pfnöeinvdche Aufgabe besitzt. Wenn man diese Reihe auf die 
unter 2. angegebene Weise behandelt, so kommt man zu den Zahlen 



a. 






deren Anzahl um Eins kleiner ist, als die Anzahl der Elemente (2.). Hier- 
aus folgt durch eine vollständige Induktion, daß die Werte (2.) tatsächlich 
die Lösungen der behandelten Aufgabe liefern. 

§2. 
1. Es sei die ganzzalilige Gleichung 

(I.) c'+f-.«'— + ••• +c, = 

* Es ist nämlich nach (1.) und (2.) noch 
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gegeben*). Es seien ferner die Ordnungen der Koeffizienten in bezug auf 
die Primzahl p gleich den Zahlen**): 

ro = 0, 

(1 .) ^*n ••• ^Vj ••• '\' 

Wie wir in § 1 sahen, erfüllen die Zahlen (1*.) gewisse Relationen, welche 
dort als Relationen (!•) und (2.) auftraten. Wir wollen die Zahlen 

welche die Lösungen der durch die Reihe 

(3.) nT, r, + (n-l)r,...r,+.(n-Ä:)r,...r, 

gegebenen Paiseux9>G]\t\\ Aufgabe liefern, als Piiiseux^Q\it Zahlen der Gleichung 
(bzw. des Polynoms) bezeichnen. Jeden Wert aber, der numerisch gleich 
einer Puiseux^c\itn Zahl ist, nennen wir einen P^«wö?/a?schen Wert. 

2. Die Puiseuxschen Werte des Produktes bestehen aus der Gesamt- 
heit der Puiseuxschen Werte der Faktoren. 

Es sei das Polynom 

(4.) j'* + '"+ ^1 ^"•**""' + ••• = (^'' + Ci^''~' + —)(-'" + ^^1^'""* + -) 

gegeben, die Ordnungen der Koeffizienten sollen bzw. durch die mit Indizes 
versehenen Buchstaben ^', r, R bezeichnet werden. Es ist vorerst 

(4*.) S*>r, + i?,. 

(• + /=*) 

Um den Beweis zu leisten, muß man verschiedene Fälle unterscheiden. 

3. Es sei die Zahl T für keinen der Faktoren ein PutseuxBcher 
Wert. Infolgedessen besitzt jede der Reihen 



*) Nur der Bequemlichkeit halber sind hier die Koeffizienten als Größen des 
holoiden Bereiches [1] angenommen worden. 

**) Ist ein Koeffizient gleich Null, so bleibt die zugehörige Ordnung einfach un- 
berücksichtigt; ein Umstand, welcher auf die Behandlung der i^w^^^chen Aufgabe gar 
keinen Einfluß ausübt. Wir können und wollen c^^^O annehmen. 

3* 
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(5.) »r, r. + (n-l)r,...r„; 

(5*0 mr, Ä. + (,«-l)r,.../?„ 

eine einzige kleinste Zahl. Es seien diese z. ß. 

r,+ («-07; R,+(m-l)T. 
Da noch identisch 

r^+li^ + (n+7n~(i+l))T=,y+Qi-fyr+l{^+(m-f,)r 
ist, so folgt aus unserer Aiinalime, daß unter den Zahlen 

die einzige numerisch kleinste die Zahl 

iöt, woraus sich 

*">'/+/ = ^i + Ä/ 
ergibt, und so bildet die Zahl 

das einzige numerisch kleinste Element der Reihe 

(6.) (n+^n)T, ,S, + (n + m- 1)7; ... .S,^,, 

Infolgedessen ist T kein Puiseux^cher Wert. 

4. Es sei die Zahl T für einen der Faktoren, z. B, für den ersten, 
ein 7^/r/6'e?/;rscher Wert. Die Reihe (5.) besitzt in diesem Falle mindestens 
zwei kleinste Zahlen. Es seien unter diesen die erste und die letzte die Zahlen 

Die Reihe (5*.) besitzt eine einzige numerisch kleinste Zahl, es soll diese 
die Zahl 
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sein. Aus diesen Prämissen folgen die Relationen 

^voraus man sieht daß sämtliche Zahlen der Reihe (6.) nicht kleiner aus- 
fallen, als die beiden einander gleichen Zahlen 

Infolgedessen ist T ein P//weiascher Wert für das Produkt. 

5. Die Zahl T soll für beide Faktoren ein /^/w€?/ascher Wert sein. Die 
Reihen (5.), (5*.) besitzen in diesem Falle beide mindestens zwei kleinste Zahlen. 
Es sollen die ersten und die letzten der betreffenden Zahlen die Zahlen 

bzw. 

sein. Infolgedessen bestehen die Relationen 

*S,.+, = r, + 7?/, *S;^y=ry+ 7f^, 

aus welchen evident ist, daß sämtliche Zahlen der Reihe (6.) nicht kleiner 
ausfallen, als die beiden einander gleichen Zahlen 

Folglich ist die Zahl T ein P//wfe?/»rscher Wert des Produktes, womit der 
Satz bewiesen ist*). 

§3. 

Aus der Behandlung der Puiseux^{i\\^i\ Aufgabe und aus dem eben 
bewiesenen Satze ersieht man sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes. 
Wenn die Fuiseuxschen Zahlen der Gleichnng 

*) Man beachte, daß der Beweis unabhängig von § 1 ist. 
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in bezug auf eine Piimzahl durch die Reihe 

or, cfj Of o, 

Äj Ä'j Ä'i A', 

geliefert werden und außerdem noch 

(er,, ^,)=1 

0=1,2,...«) 

auffällt, so sind die Grade der irreduziblen Faktoren von der Gestalt: 

'^•,r2...i^ = ^'», + % + ••• + k^^. 
Es ist ferner 

l,lo...lp ^ 

wo die Kombinationen 

nur Zahlen aus der Reihe 

(S) 1,2,...*' 

enthalten^ und zwar in solcher Weise, daß jede Zahl (ß) einmal und nur ein- 
mal unter den Kombinationen {K^ auftintt. 
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über die Bildung des Formeiisystems der tornilren 

biquadratischen Form*). 

Von Fräulein Evimy Noet/ier in Erlangen. 

Einleitung. 

Mit dem Formensystem der ternären biquadratirtchen Form be- 
schäftigen sich Arbeiten von Gordan, Maisano und Pascar*). Herr (innhu 
stellt das vollständige, aus 64 Bildungen bestehende, Formensyntem der 
speziellen automorphen Form: f^o(?^x.^'\- x\x^'\' or^x^ unter Zugrundelegung 
ähnlicher Prinzipien auf, wie er sie für die Formensysteme im binären Gebiet 
gegeben hat. 

Bei Herrn Maisano sind für die allgemeine biquadratische Form 
die Formen bis zur 5. Ordnung***) einschließlich aufgestellt, sowie einige 
Invarianten, Kovarianten und Kontravarianten höherer Ordnung, na<5h der 
von Herrn Gordan in Band I der Math. Annalen fUr die ternäre kubisc^he 
Form angewandten Methode. Herr htscal beschäftigt sich, unter Benutzung 



*) Ein kurzer Auszug aus Einleitung und Kapitel I ist in den ^HitzungNher. d(?r 
phys.-med. Sozietät Erlangen 1907", S. 176 bis 179, erschienen. 

**) P. Gordan^ über das volle Formensystem der ternären biquadratiHchen Form 
f=x\x^+xlx^+xlx,, (Math. Annalen, Bd. XVII (1880), S. 217— 232 J.) 

G. Maisano, 1) Sistemi completi dei primi cinque gradi della forma t«?rnaria 
biquadratica e degl' invarianti, covarianti e contravarianti di sesto grado. (Oiorfi. di 
Battaglini XIX.) 

2) Sui covarianti indipendenti di 6^ grado nei coefficienti della forma b](|uadrati(;a 
temaria. (Kend. Circ. Mat. di Palermo I, 1887.) 

E. Pascal, Contributo alla teoria della forma teroaria biquadratica e delle mu« 
varie decomposizioni in fattori. (Memoria premiata dalla K. Accademia delle m:m\7M 
fisiche e matematicbe di Napoii. 11^05.) 

**^) Unter „Ordnung" soll die Dimension in den Koeffizienten, unter „Orad" die 
in den Variablen verstanden werden. 
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der Muisano%o\itü Resultate, hauptsächlich mit der Frage nach dem Zer- 
fallen der biquadratischen Form in Faktoren*). 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Aufstellung des Formen^ 
Systems für die allgemeine ternäre hiqaadratische Form] und zwar werden in 
dieser Arbeit nur die Hauptgrundlagen gegeben^ ein sogenanntes ^^relativ voll-- 
ständiges System'^**) aufgestellt. 

Die Arbeit schließt sich eng an die öorrfa?^sche Arbeit an; doch 
waren die dort nur ganz im allgemeinen gegebenen Prinzipien erst im ein- 
zelnen auszuarbeiten. Mit Hilfe eines Satzes über den Zusammenhang der 
Faltungen und durch Einführung der „Formenreihe'' (§1) werden die 
Reduktionssätze scharf formuliert und vervollständigt (§ 3), während die 
rekurrierende Aufstellung spezieller Reihenentwicklungen (§ 2) das rechne- 
rische Mittel zur wirklichen Durchführung der Reduktionen gibt. 

Der Grundgedanke der Systembildung ternärer Formen ist derselbe 
wie im binären Gebiet. Ausgehend von einem ersten relativ vollständigen 
System — dem System der aus dem Binären übernommenen Formen — ^ 
gelangt man nach bestimmter Gesetzmäßigkeit zu Systemen mit immer 
höherem Modul, solange bis das System eines Moduls — der Modul als 
Grundform genommen — endlich und bekannt wird, oder auch bis ein 
Modul sich reduzieren läßt auf Formen, die Invarianten zum Faktor haben. 
Durch Überschiebung des relativ vollständigen Systems über das System des 
Moduls entsteht im ersten Fall das absolut vollständige System, während im 
zweiten Fall relativ vollständiges und absolut vollständiges System identisch 
werden. Infolge der durch Herrn Ililbert allgemein bewiesenen Endlichkeit 
der Formensysteme muß dies Verfahren notwendig zu einem Abschluß führen. 

In unserm Fall wird der Modul (abc) des ersten relativ vollständigen 
Systems (§ 4) zurückgeführt auf die Moduln J = (abcyalblcl und v = {abuy 

*) In der zweiten kurzen Note versucht Herr Maisano eine lineare Abhängigkeit 
der drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades nachzuweisen. Im Gegensatz zu diesem 
nicht ganz vollständigen Beweis glaubt Herr Pascal die lineare Unabhängigkeit der drei 
Kovarianten 6. Ordnung, ebenso wie diejenige der drei Invarianten 9. Ordnung bewiesen 
zu haben. Daß aber in der Tat eine lineare Relation zwischen den drei Kovarianten 
einerseits, den drei Invarianten andererseits existiert, zeigen die Formeln (13), § 11 und 
(22), § 17 Anmerkung, der vorliegenden Arbeit, wo diese Relationen explizit gegeben sind. 
Nach einer Mitteilung des Herrn Pascal erklärt sich der Widerspruch durch einen numerischen 
Fehler im Ausdruck seiner Kontra Variante /> (hier g genannt) S. 46 seiner Abhandlung* 
**) Für die Bezeichnung vgl. § 3 a. 
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(§ 5), und sodann das relativ vollständige System mod v gefunden (§ 6). Diese 
Resultate sind schon in der Gordcumchen Arbeit für die allgemeine biqua- 
dratische Form gegeben; unsere Art der Ableitung läßt sich jedoch leichter 
auf Formen höheren Grades übertragen. 

Als Reihe der Moduln wählen wir nan die Formen (§ 7): 

Bei der Bildung des relativ vollständigen Systems mod .v werden 
zwei im System auftretende quadratische Formen, ii^ und 4 als Moduln 
adjungiert (§ 9 und 10) und demzufolge das relativ vollständige System 
mod (s^Q^t) gebildet; es wird sodann gezeigt (§ 17), daß der Modul (ss'u)* 
reduzibel ist auf die Moduln p und t. Dadurch geht das nächsthöhere 
System über in ein relativ vollständiges System mod (p, t). Da aber das 
simultane System zweier quadratischen Formen endlich und bekannt ist, im 
allgemeinen Fall aus 20 Bildungen besteht*), ist mit der Aufstellung des re- 
lativ vollständigen Systems mod (p, t) der oben gekennzeichnete Abschluß 
erreicht. Die Überschiebung dieses Systems über das System von (p, t) zur 
Bildung des absolut vollständigen Systems bleibt vorbehalten. 

Als relativ vollständiges System mod (p,^ werden 331 Bildungen 
gefunden, die in der beigefügten Tabelle nach ihrem Grad in den Variablen 
x und H geordnet sind. 

Zum Schluß geben wir noch eine Übersicht über die eingeführten Symbole: 

f^aU e=0lul = (abHyalbl, K=Klul^(a0u)ulal0U y=?4'=(aöw)^f^^, 
J=^Jl=.alal0l = (abcyalblcl N=Nlu„^(aJu)alJl, 

g^f.=^(yrixyHl, a=<=//^^:^, 

p = i/J = Öt4, t^ti = a\Hl, 



*) Vgl. Clebsch' Lindemann, Vorlesungen über Geometrie. (Bd. I, S. 288 ff.). 
System zweier kogredienter Formen. 

Gardan, Über Büschel von Kegelschnitten. (Math. Ann. Bd. XIX. S. 530). 
System zweier kontragredienter Formen. 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 4 
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Kapitel I. Allgemeine Sätze über ternäre Formen. 

§ 1. Faliungsprozeß, Forynenreihen. 

Der Grundprozeß zur Erzeugung von Formen ist der Faltungsprozeßj 
der sich im ternären Gebiet folgendermaßen definieren läßt. Gegeben sei 
ein symbolisches Produkt: 



s-t,ii'iit\. 



Ersetzt mau die Faktorenpaare 



sj. 


u,n. 


s^a„ oder s^u. 


t^u^ oder t^n„ 


bzw. durch 








{stu) 


(arx) 


s„ oder s. 


t, oder t„ 


Faltung I 


II 


III 


IV, 



SO sind die entstehenden Formen durch Faltung aus der ursprünglichen 
hervorgegangen *). 

Dabei läßt sich der Ausdruck .5^'C?^^< entweder als wirkliches 
Produkt zweier Formen S-T auffassen, oder auch als einzige Form mit 
mehreren Reihen von Symbolen: 5^*^'/S^/a=^i*"*""w5''*^*^. Im ersten Fall 
sprechen wir von der Faltung der Form »S mit T, im zweiten Fall von 
der „Faltung der Form ^d in sich''. Der Kürze halber nehmen wir im 
folgenden immer an (was in der Tat bei allen später zu betrachtenden 
Formen der Fall ist) 

^^ = 0, 
(a) 

für beliebiges von verschiedenes l und x und vereinigt mit beliebigen 
anderen Faltungen. Es sagt dies aus, daß die Form a';^ei,\i'^i^^ eine soge- 
nannte „Normalform'' ist, d. h. bei Anwendung des 12- Prozesses, sowohl 
nach den Variablen ;r und w, wie nach den Variablen ?/ und r, verschwindet. 



♦) Gordan, Math. Annaleii Bd. XVII S. 219. 
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Die Bedingung (a) stellt also keine Einschränkung dar, sondern läßt sich 
stets erreichen*). 

Für den Zusammenhang der einzelnen Faltungen gilt nun folgen- 
der Satz: 

Satz I. Die Faltungen I und II sind Grundfaltunge)i^ aus denen sich^ 
unabhängig von der Reihenfolge der Zusammensetzung^ die Faltungen III 
und IV zusammensetze?! lassen. In anderen Worten: Um alle aus einem 
gegebenen Ausdruck durch Faltung entstehenden Foimen zic bilden, hat man 
nur die Faltung I und II anzuwenden. 

Beweis: Nach dem Identitätssatz, bzw. Produktsatz für Matrizen, folgt 
unter Berücksichtigung von (a): 

(st ax') = -'t„^ (oTSu^^ — Sj , 

(sirad =s^^ (ortu) = t^^ 

(stu) (orx) = s^ + t„-'U^*s, t^. 

Durch Zusammensetzung von Faltung I und II entstehen also Fal- 
tung III und IV, und zwar ebenso bei Anwendung von Faltung II auf 
Faltung I, d.h. auf die Faktoren (stu)u^u,^ wie bei Anwendung von 
Faltung I auf Faltung II, auf die Faktoren (arx) s^t^. 

Als Formenreihe**) definieren wir eine Anfangsform mit allen durch 
Faltung in sich aus dieser hervorgegangenen Formen und bezeichnen die 
Formenreihe durch die Anfangsform. Als „höhere Form" soll hierbei jede 
Form mit mehr Faltung in sich gelten, während unter den gleichberechtigten 
Faltungen s^ und t^ eine als höher normiert werden muß. Nach dem Bil- 
dungsgesetz der Formenreihe folgt: 

1) Jede Form der Formenreihe ist linear in den Symbolen der 
Anfangsform. 



•) Vgl. Gordan, Math. Annalen Bd. V S. 104. 

**) Vgl. Clebsch, Über eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie (Abh. der 
Gott. Ges. d. Wiss. Bd. XVII): § 17 und § 18 Schluß. Die „Formenreihe" unterscheidet 
sich von dem dort eingeführten „eigentlich reduzierten äquivalenten System" durch das 
Prinzip der Anordnung nach höheren Formen. 
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2) Die Formenreibe ist bei AnfaDgsformen mit je zwei Reiben kontra- 
gredienter Symbole eindeutig bestimmt; bei Anfangsformen mit mehr Symbol- 
reihen ist sie eindeutig zu normieren durch Auszeichnung spezieller unter 
den durch den Identitätssatz verbundenen Faltungen. 

Nach Satz I. läßt sich eine Formenreihe s';;t^u^n'^(m>ir^ l^^r) nach 
folgendem rechteckigen Schema anordnen: 

. I . . i 

I , 

{oTxy I ^,(ar.ry-\ s,(pr.x)^-' \(l{aT.iy-\ t^s^ioTiiy^ 8\{aTxy 

I ti,(aTxy 

ea{stuy-\ t,s,Qstur-\ sii^tuy-' i hs,{stuy-\ s\(^stny-' s\(stuy 

Man erhält hier, wenn man 

1) um eine Kolonne nach rechts fortschreitet, alle durch Faltung I 
aus den nebenstehenden Formen entstehenden Formen, 

2) um eine Zeile nach unten fortschreitet, alle durch Faltung II aus 
den obenstehenden Formen entstehenden Formen, 

und somit alle durch Faltung entstehenden Formen. 

Eine beliebige Form der Gesamtformenreihe: t*„ s\ (stuy oder t^^i (orxy 
bildet den Anfang einer neuen Formenreihe, die aus all denjenigen Formen 
des rechteckigen Schemas mit der Form if„s\{stuy oder f^s\{arxy als 
linkem oberem Eckpunkt besteht, die den Faktor f^s\ haben. 

Nachbemerkung. Eine Ausnahme erleidet Satz I in dem Fall, wo 
die Zahlen n und ^ (bzw. m und v) gleich Null werden, Faltung I, II und IV 
also nicht mehr existieren, wohl aber Faltung III (bzw. IV). Als Formen- 
reihe bezeichnen wir in diesem Fall das Diagonalglied des Schemas: 

*) Hier, und ähnlich im folgenden, ist der mit >]j<^ bezeichnete unten stehende 
Teil an die ebenso bezeichnete rechts oben befindliche Stelle des Schemas anzusetzen. 
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J bzw. /" 



In Übereiustimmuug mit dem Fehlen von Faltung I und II reduziert 
^ich in diesem Fall die Reihenentwicklung nach Polaren der Formenreihe 
stets auf das Anfangsglied; es gelten aber die Sätze über Reduzenten. 

§ 2. Reihenentwickhmgen nach Polaren der Formenreihe*). 

Für Formen mit n Variablen sind zwei Arten von Reihenentwick- 
lungen explizit aufgestellt**): 

1) für Formen mit je einer Reihe kontragredienter Variablen: 
^•^^^^ eine nach Potenzen von u^ fortschreitende Reihe, deren Koeffizienten 
^ Normalformen" sind; 

2) für Formen mit zwei Reihen kogredienter Variablen ^^C'^^J 
«ine Entwicklung nach Polaren der Elementarkovarianten (Polaren der 
Formenreihe ^J'C)? die ternär folgendermaßen lautet: 



(I-) 



oo 






Wir kombinieren beide Entv\icklungen, indem wir für Formen mit je zwei 
Reihen kontragredienter Variablen: 

*) Vgl. Study ^ Methoden zur Theorie der ternären Formen (Teubner 1889) 11. § 7. 
Unsere Ableitung gibt im Unterschied von der dortigen die Methodfe zur raschen rech- 
nerischen Bestimmung der numerischen Koeffizienten ^^rp. Die Clebsrh-Stmhßche Ent- 
wicklung würde bei Spezialisierung a), a') lauten: 

läßt also nicht die Vereinfachung zu, die bei unserer Entwicklung schon im Laufe der 
Rechnung eintritt, wenn man weiß^ daß alle Glieder mit dem Faktor u^ auszulassen sind. 
**) Gordany Über Kombinanten. §2 und 5 (Math. Ann. Bd. V). 
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Entwicklungen nach Potenzen von n^ aufstellen, deren Koeffizienten zu- 
sammengesetzte Polaren der Formenreihe ^^^C^^a^^r sind, genommen nach 
den Variablen x und u. 

Es gentigt, die Reihe für je zwei kontragrediente Symbol- (bzw. 
Variablen-) reihen aufzustellen, da. sich durch Zusammenfassen von je zwei 
Symbol- (Variablen-) reihen zu einer einzigen neuen Reihe Formen mit mehr 
Symbol- (Variablen-) reihen auf diesen Fall zurückfuhren lassen. 

Um zu erreichen, daß alle Formen der Formenreihe nur je zwei 
Symbol- bzw. Variablenreihen enthalten, spezialisieren wir: 

a) o = st^ a') y = uv^ 

b) s = OT^ b') v—.xy 

und fuhren die Entwicklung für die Spezialisierung a), a') durch. 

Durch direkte Übertragung der Entwicklung I erhält man zu- 
sammengesetzte Polaren für Formen (stnys';t^''^tl^ während für Formen 
(stfiy u';'" v' s'^' tl"^ tl anstatt zusammengesetzter Polaren Glieder solcher ent- 
stehen, deren Auswertung die Einführung immer neuer, erst am Schlüsse 
gleichzusetzender Hilfs variablen nötig macht, wodurch die Rechnung un- 
nötig kompliziert wird. 

Wir achlagen deshalb einen indirekten Weg ein, indem wir die zu- 
sammengesetzten Polaren aller Formen der Formenreihe, also Ausdrucke 

p?(.9^//)^-?-^n ??' 

darstellen durch die Anfangsglieder dieser Polaren und durch Umkehrung 
des entstehenden rekurrierenden Gleichungssystems die gewünschte Ent- 
wicklung nach Polaren erhalten. 

Nach dem Cbertragungsprinzip gilt für die X-te Polare einer Form 

^•:X:[*tClA ('^<'0 folgende Entwicklung*) (der Fall A>?^ führt durch 
die Entwicklung von Uy^l „. + »-/. auf den ersten zurück): 

*) Gordan^ Die Resultante binärer Formen (Kap. I, §5). Rend. (Ire. Mat. di 
Palermo XXII. 1906. 
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fvi \/ 1" 



(T)(J) 






und entsprechend für die x-i^ Polare von i^Jt/J: [^y^^]''" 

Darch Multiplikation folgt, unter Einführung von Spezialisierung a) und a') 
\sZt^{stuY wn _ r* = ^c,^.(6'/.r;^0''(^^^^^0^'C"''C"^ (Jtuvf-'' {stuY"^ ?/p«r;-^ 

und daraus, durch Entwicklung nach Potenzen von u^ unter Auszeichnung 
des ersten Gliedes (-2" bedeutet, daß das Glied r — O, (> = auszulassen ist) 

und Berücksichtigung von (a) S. 26 
(IL) '^'^ 

V /•)(/•) \q)\q) für Kn 

c =r— ly+p . -— — ^ 

'^ ^ ^ /w + 7i\ z'^ + n ^<^' 

und entsprechend für die übrigen Zusammenstellungen der Zahlen l^n\ x^r. 
Der Ausdruck sl'tl'^^ (lui^^ (sti(yu^'''Oj ist also zurückgeführt auf eine zu- 
sammengesetzte Polare, und, unter Anwendung der Identität 

(stv) Vj =:(s(ft) r, — s, (tm^)^ 

auf eine Summe von analog gebildeten Ausdrücken, die höheren Formen 
der Formenreihe entsprechen. 
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Durch Iteration gelangt man zu der Entwicklung: 



-e+z'.r:-''. 



(III.) s';;tl-\tHvf{stuyn''r'i^'==^it^.'C^rA^(J^tuy'^^'^^ 

Die numerischen Koeffizienten C^^^ berechnen sich eindeutig und rekurrierend 
aus den Koeffizienten r^^, (\^ des durch Iteration von (IL) entstehenden Glei- 
chungssystems (vgl. das Beispiel S. 42). Analoge Entwicklungen ergeben 
sich bei den übrigen Spezialisierungen. 

§ 3. Uediiktionssa'tze. 

Die bekannten Sätze über die Reduktion von Formen und Formen- 
systemen sollen nun mit den Paragraphen 1 und 2 in Zusammenhang ge- 
bracht werden, wozu einige aus der Theorie der binären Formen über- 
nommene Definitionen nötig sind. 

a) Wir bezeichnen als relativ vollsUmdiges iiystem modulo einer vor- 
gegebenen Reihe von Formen, ein System von Formen von der Eigenschaft, 
daß alle durch Faltung eines beliebigen Produktes dieser Formen ent- 
stehenden Bildungen sich ausdrücken lassen als ganze rationale Funktionen 
der Formen des Systems, bis auf ein additives Glied von Ausdrücken, die 
durch Faltung der Systemformen mit dem System des Moduls entstanden sind*)* 

b) Wir nennen eine Form dann rednzibel^ wenn sie sich ausdrücken 
läßt durch Formen, die Invarianten zum Faktor haben oder durch „höhere 
Formen"; d. h. durch höhere Formen der Gesamtformenreihe, der die Form 
angehört, oder durch Formen, die die Symbole des Moduls in höherer 
Ordnung enthalten. 

Die Sätze über Reduzenten**) lassen sich nun in ihrer allgemeinsten 
Form in folgender Weise aussprechen: 

Definition: Ein Reduzent üt eine reduzible Formenreihe. 

Satz II. Ist die Anfangsform einer Formenreihe reduzibel dadnrchj 
daß eines ihrer Glieder durch Faltung mit einem Reduzenten hervorgegangen 
ist (einen Reduzenten zum Faktor hat)^ und ist die Hchlußform der Formen- 

*) Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen über Invariantentheorie. Bd. II. S. 227. 
*•) Gorda?i, Math. Annalen Bd. XVII. S. 222. 



Noethei\ über die Bildung des Farmensi/stems dei* ternären biquadratischen Forvi. 33 

reihe aus eben diesem Glied durch Faltung entstanden^ so ist die Gesamt- 
formenreihe reduzibel*). 

Beweis: Die Formenreihe entsteht aus dem Anfangsglied durch 
Faltung in sich, also durch höhere Faltung mit dem Reduzenten einerseits, 
durch Faltung des Reduzenten in sich andererseits. In beiden Fällen lassen 
sich, nach § 2, alle Formen der Formenreihe darstellen als Polaren (Cber- 
gchiebungen) über die Formenreihe des Reduzenten. 

Der Schluß von der Anfangsform auf die Gesamtformenreihe hat 
nicht mehr statt bei den übrigen Reduktionsmethoden. Es sind dies 

1) die sogenannte „do2)pelte Reduktion^, 

Wir verstehen darunter die Reduktion eines Ausdrucks, der zwei 
voneinander unabhängige Reduzenten zum Faktor hat, auf doppelte Art, 
wodurch Relationen zwischen den höheren Formen entstehen, auf die redu- 
ziert wurde. 

Durch systematische Anwendung der ,, doppelten Reduktion^ muß 
man einerseits alle Relationen erhalten**), andrerseits hat man, wenn die 
„doppelte Reduktion", auf verschiedene Ausdrücke angewandt, keine neuen 
Relationen liefert, sowohl ein Kriterium für die Unabhängigkeit der höheren 
Formen wie eine Kontrolle der Rechnung. 

2) Faltung mit zerfallenden Formen. 

Unter „zerfallenden Formen" sollen — mit geringer Verallgemei- 
nerung des gebräuchlichen Begriffs — Formen verstanden werden, die sich 
ausdrücken lassen durch Produkte von Formen niedrigeren Grades und durch 
„höhere" Formen. Produkte von Formen gehen bei einmaliger Faltung 



*) Die VereinfachuDg, die durch Satz II eintritt, läßt sich an folgendem Beispiel 
zeigen: Für die spezielle Form /'=«J^2 + ^2 «^s +^1 -^i 'st ala%ul Reduzent. Daraus 
folgt nach Satz II die Reduktion der Formenreihe Oy(J>vjr)Olui^ul=al(ahu)'-ayby{abu\ 

da Oi=salbl(abuy aus dem Glied a;(abu) durch Faltung entstanden. Rei Gordan^ a. a. 0. 
S. 231, wird hingegen die Reduktion der Formen 

Oy(9vx), 0^(^vxy, Ol, Ol{^vx), Ol(J>vxf 

einzeln durchgeführt. 

**) So wurden beispielsweise durch ^doppelte Reduktion" gefunden: die Reduktion 
der Form a^ (§ 10), der einzigen bei Maüano überflüssig ins System aufgenommenen 
Form; sodann die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnten Relationen zwischen den 
3 Kovarianten und den 3 Invarianten. 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 5 



34 Noether^ über die Bildung des Form£niystenis der tenulren biquadratischen Form. 

in Produkte über; ebenso Produkte von nichtlinearen Formen bei zwei- 
maliger Faltung bei den Spezialisierungen a') und b') (§ 2) nach dem 
Produktsatz: 

Erste Polaren (Überschiebungen) und gewisse zweite Polaren zerfallender 
Formen sind also wieder zerfallende Formen. Es folgt: 

Ein durch einmalige (bzw. zweimalige) Faltung mit einer zerfallenden 
Form entstandenes Glied einer einmaligen (zweimaligen) Überschiebung 
Über eine zerfallende Form wird selbst eine zerfallende Form: 

a) wenn die nächsthöheren Formen in der Formenreihe der zer- 
fallenden Form zerfallen oder reduzibel werden, oder auch wenn bei ein- 
maliger Faltung die Spezialisierungen y — uv oder v^xy eintreten; 

b) wenn die übrigen einmaligen Faltungen auf höhere Formen flihren 
(vgl. § 12, Ä H, und lUhjx)). 

Ein solches Glied einer Überschiebung kann auch zerfallen: 

c) wenn die ttbrigen einmaligen Faltungen auf niedrigere Formen 
fuhren, die unabhängig von der Faltung mit der zerfallenden Form zer- 
fallen, d. h. sich ausdrücken lassen durch Produkte und durch die zu 
reduzierende Form, wobei man sich aber jeweils erst durch Rechnung über- 
zeugen muU, daß der numerische Koeffizient des betreffenden Gliedes nicht 
identisch verschwindet Es ist dies nichts weiter als ^doppelte Reduktion^ 
der niederen Form (vgl. § 23, a H^(0Hit) (0su)). 

Zerfallende Formen entstehen durch alle einmaligen Faltungen mit 
Funktionalindetermanten*), außerdem durch gewisse höhere Faltungen. Es wird 

(styx)s,,==^t'sl-^^S'tl + -^(styxy, 

(styx)sl=z-t.sl-^S'tl+s,Xsty^iy-^^ 

Analoge Formeln gelten für die dualistischen Formen 

(aTvu)v„ und (oTvi()rl. 
*) vgl. Gordan, a. a. 0. § 3. 
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Nach den Sätzen dieses Paragraphen ergibt sich für die Aufstellung aller 
irredaziblen Formen, die aus der Faltung von iS mit T entstehen, folgende 
Regel: 

Man gehe, bei den niedrigsten Faltungen beginnend, auf beliebigem, 
vorher festgelegtem Wege (z. B, zeilenweise oder symmetrisch zum Diagonal- 
glied) so weit in der Bildung der Formenreihe ST voran, bis man an eine 
Form gelangt, die einen Keduzenten zum Faktor hat. Die durch diese 
Form definierte Formenreihe ist auszulassen, sobald die SchluUform die in 
Satz II aufgestellte Bedingung erfüllt. Nach Ausscheidung aller reduziblen 
Formenreihen sind durch Anwendung der doppelten Reduktion alle übrigen 
reduziblen, ebenso alle zerfallenden Formen zu entfernen. Stellen der Ge- 
samtformenreihe, die durch unabhängig voneinander reduzible Formenreihen 
doppelt Überdeckt sind, geben AnlaU zur Reduktion von höheren Formen 
(vgl. § 11, D). 

Kapitel U. Relativ vollständige Gniiidsysteme. 

§ 4. Erstes relativ vollständiges System. 

Wir beschränken uns im folgenden auf die biquadratische Form, mit 
Ausnahme des ersten Satzes. Doch lassen sich, bei passender Wahl der 
Moduln, die Resultate der §§ 5 und 6 leicht auf Formen höheren Grades 
Übertragen, ebenso wie sie für die kubische Form gelten*). 

Man erhält ein erstes relativ vollständiges System für Formen be- 
liebigen Grades nach dem bekannten Satze: 



•) Für die kubische Form lauten die entsprechendcD, analog abgeleiteten Formeln: 

1 2 

(ab(')albf,c': = ^ (say) (sj^z) {syz) + ^ J^JyJ, - (xrjz), (IV.) 

s = (abc)(abu){acu)(hcu)y /l=(abcy a^b^Cj^, 

t=Ji^(JOuy u»=OtUsU§, T=ai, 



a,9 = ö-w**^, a9(a0u)^=^O, aif(a0uy =s, 
ay=J, al(aOu)=0. 



(1-) 
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Satz III. Die aus dem binären Gebiet übernommenen Formen^ d. h. 
diejenigen Foi'men, die aus d^n Stjstem formen der entsprechenden binaren 
Form nach dem Vlebschschen Ubertragungsprinzip durch Ränderung ent- 
stehen^ bilden ein relativ vollständiges System mod (abc), 

' Beweis: Einer binären Relation, die aussagt, daß die Formen Qi,...<^I 
ein vollständiges System einer binären Grandform bilden: 

Q'~F{Q;)^0 = 2\{ab)c^ + {bc^a^^{ca)b^\ip,^) 

entspricht durch Ränderung die ternäre Relation: 

Q--F{Q:) = 2u,^{abc)if,. 

Dies ist aber die Dcfinitionsgleichung für ein relativ vollständiges System 
mod (abc). Für die biquadratische Form besteht das System der über- 
nommenen Formen aus folgenden Formen: 

f=:al', 0--=eW^=^(abuyalbl, K=K^:ul^(a0u)ulaiei', 
j == }(^j = [ii uy u\ ; V = u^ = {cibuf' , 

unter denen die vier ersten ein relativ vollständiges System mod ((a6c), v) 
bilden. 

§ 5, Zurückführung des Moduls (abc) auf die Moduln J und r. 

Der nur durch einen Klammerfaktor gegebene Modul (abc) ist in 
Übereinstimmung mit der Definition (§ 3, a) auf Formen des Systems zuriick- 

öt a^cUs = ^ ai'U^ = - S-M,. (2.) 
^aJuy = 0. J 



0(s)=(,,,a^y = 2a, + ^jS'0-'^ Tti% 



]«-^-J- 



^(0-0^^0^ = -^S-«. + |2^a,+ ^^yS-Ö-jgU^6^^ 



(4.) 



Reihe der Moduln: {(ibc)^ //; «; t (das System des Moduls t besteht aus der einzigen 
Form 0- 

•) Gordan-Kerschensteiner^ a. a. U. S. 134. 
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zuführen. In anderen Worten: die Formenreihe {abc) ist eindeutig zu 
normieren (vgl, § 1), 

Es wird sich zeigen, daU die Formen: 

J^{abGfalblcl, v = {abuy 

als Modul genügen, d. h. daß die Formen 

J = (abcyal blcl, a, = (abcXbcuyal, al^{abcy(bcuyal, e = < = {abc)' 

die Formenreihe (aic) definieren. 

In der Formenreihe a^ fehlt die Form a\ nach der Identität: 

a\ = {abcf a^(Jjcu)^^u^ • {abc)* = ^ i- u^- 

Zur ZurUckfUhrung eines Moduls auf einen höheren haben wir nach 
der Definition die allgemeinsten Faltungen oder auch alle speziellen in Be- 
tracht kommenden Faltungen mit dem Modul auf Faltungen mit dem 
höheren Modul zurückzuführen. 

Die allgemeinsten Faltungen entstehen in unserm Fall aas den 
Ausdrücken: 

(abc) al blc\^ (abc) al b] c^ a^ b^c^ 
(aus den kubischen Formen übernommen), 

(abc)a^byC,alblcl 

(aus den quadratischen Formen übernommen) und durch Polarisation dieser 
Ausdrücke. 

Zur Berechnung dieser Ausdrücke durch die Polaren von J und der 
Formenreihe a^, bzw. deren Anfangsglieder, schlagen wir, wie in § 2, den 
indirekten Weg ein. Wir entwickeln die Polarenglieder 

,(abcyalblc\ay(vxy)(yyz)(vzx)a^aya,^(abc)(bcxii)(bcyz)(bczx^ 

alä lineare Aggregate von Ausdrücken mit dem symbolischen Faktor (a 6 c) 
und' erhalten durch Umkehrung des Gleichungssystems die gesuchten Re- 
lationen, sowie eine Relation zwischen den nach verschiedenen Kombina- 
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tionen der Variablen geuommenen Polaren. Zur Auswertung dient der 
Identitätssatz und der Produktsatz für Determinanten. 
Das Gleichungssystem lautet für (abc)albl€^: 

1) 2a,(ii^yzyal=6(abc)albl(^,^Q2(abc)alblb,c]c,/)^ 

3 3 

2) S(abcyali;f/^^(xyz)^^^al{vyz)\ili^^^ 

^^2(abc^a^a,ja,blb^c]c^, 

3) a, (yxy) (vyz) (yzx)a^a,ja, = 2 2{abc)a^aya, b] b^c^, 

4) 2 a,{vyzyal^l2al{vyzyal^{xyz)^-\^^^^ 

Daraus folgt für (aftc')^,^?,^, und durch analoge Rechnung für (ahc)alblc^,a^b^c^^ 
(abc)a^byC,alblcl: 

3 3 

(abc)alblc^,=^(ab(^'alblct'(xyz) + ^a,(yxy)(ryzXy^x)^^^^ 

(IV.) {cibc)diby,a^b,c^=^{abc)\t'^b^^^^^^ 

- i^o:',(yxy){yzx)al'(xyz\ 

(abc)aj^€,albicl^^(abcyalblcl'(xyz). 

Wir haben somit ein relativ vollständiges System mod (^, v) erhalten, be- 
stehend aus den vier Formen: f^O^K^j. 

Es folgt daraus: Alle nicht aus dem binären Gebiet übernommenen 
Überschiebungen von /' über 0, ebenso wie die im Binären auf (aby redu- 
zible Oberschiebung (aOu^ lassen sich ausdrücken durch Symbole J und v. 

*) JS bezieht sich auf die durch zyklische VertauschuDg der Variablen aus dem 

Anfangsglied entstehende Sunune über drei Glieder. Die Gleichungen gelten auch einzeln 
für jedes Glied der Summe. 
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Wir erhalten die für das Folgende grandlegenden Redaktionsformeln, 
durch Spezialisierang von Entwicklang IV, oder kürzer darch direkte 
Rechnang (Vertauschen der Symbole), fUr a^iaOv)^, al(aduy, ((tduy nach 
folgendem Ansatz: 

a^(a6iiy=(abc)(bcn)(obny-^ (abc) (bcii) \(bcn) a^ — w, • (abc)]^, 
al(a0uy = (abc)\abuy-^(abcy \(bc7i) a, - w,-(ff Äc)p 
für (a&uyy. (abii)olbl=lu^(i»yx)0l+^(ivyx)\ 

(a b n) (a c nf b\ — ^ ?/,, (&aiix)(ß(inf + j(yan xf : 



<l»-=i^V^'d 



((i0uy= ^V'f-.^ ",-«. + 3 "'•">- /g"* 



«.»(flö«) = 



al = J 



(!•) 



# 



>^ 



(aduy=0 



al(aeu) = 



(aduf^j 



a»(aeuy = 



al(aeii)'' =.j^al-^iil 



Wir nehmen dazu die ebenfalls ans der Redaktion des Modais (abc) ent- 
standene Formel: 



(2.) 



1 



Ka^Vy=i^i'U^. 



Aus deii Formeln (1.) ^ind (2.) ^lnd den für die Grundform v analog 
gebildeten Formeln leiten sich alle späteren Beduktionsfoi^meln durch Polari- 
sation ab, ausgenommen die Relationen fOr die zerfallenden Formen. Ans 
den Formeln (1.) sehen wir: 



•) G&i'dan'Kef*8rhensteiner, a. a. 0. S. 92. 
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Es fuhrt die Formenreihe: a^(aOiif auf Symbole v allein, 

a^ auf Symbole J und r, 

(aOuf auf Symbole j\ J und r, 

(aö?/7 bei Faltung I auf Symbole / und v, 

(aOny bei Faltung II auf Symbole J und r. 

Wir können also ersetzen: 

1) mod (^, i') : Faltungen mit j durch entsprechende mit ((fOity 
oder {adiif; 

2) mod (j/) : Faltungen mit J durch entsprechende mit r/^ oder a^{aOu) 
oder auch durch spezielle mit {aOnJ (die nur zu einmaliger 
Faltung I fuhren). 

Es wird insbesondere: 

{aO^tf a] ö^= g (jyxf mod r, {aOiCf a,, 9, = -^ (Jyxy mod v, 

(aOiCfv\ = H- i/luvf mod ^, (aö?/) («öiO ^'^^^'^ = — ^ (-^nv^ mod v, 

(rtö?0^ r^, rj = ^ (/^ /^ v)^ z^,, mod V. 

§ 6. Zurnckführung des Moduls (V, v) a?^/* rf^n Modul (V). 

Die ßeduktionsformeln des letzten Paragraphen geben uns das Mittel, 
direkt das relativ vollständige System mod v aufzustellen; wir werden sehen, 
daU wir dem System der übernommenen Formen nur die Formen J und 
(aJu) = N beizufügen haben (analog wie bei der kubischen Form und über- 
haupt allgemein gültig). 

Wir betrachten zur Reduktion des Moduls J alle speziellen in Be- 
tracht kommenden Faltungen, d. h. die Faltungen des relativ vollständigen 
Systems mod (^^ r) mit dem System von -^, und gehen aus von den in 
den Koeffizienten niedrigsten Formen, den Faltungen von / mit J. 
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Zur Reduktion der Formen (aJuy^\aJuy^ (aJu)* ersetzen wir nach 
§ 5 die Symbole J durch niedrigere Formen der Formenreihe, d. h. wir ent- 
wickeln die Ausdrucke 

a»b^(b02iy, a^{a0ii)b^(b9ii)\ a^iciOu) b^{b0uy 

1) nach Polaren der Formenreihe a^ (Symbole J und r), 

2) nach Polaren der Formenreihe b^^bOiif (Symbole v) 
und erhalten die Reduktionsformeln (Rechnung siehe unten): 

(3.) b) («^»y Yo^ri^v'c), 

(Zu den gleichen Resultaten führt auch die doppelte Reduktion der Aus- 
drücke a\{bdti)\ al(ben)\ al{((eitf(beiCf und a\{aexC){beny nach Elimi- 
nation von aj). 

Aus den Formeln (3.) folgt, daß {aJuf Reduzent ist in bezug auf 
den Modul r. Daraus ergibt sich: 

1) Die Reduktion des Systems von J: Die Formenreihe {JJ'uy = a\{aJiCf 
hat den Reduzenten {aJxCf zum Faktor. 

2) Die Reduktion des durch Faltung mit dem Modul /1 entstandenen 
Systems: 

Die Formenreihe {OJvf hat den Reduzenten {aJnf zum Faktor, 

Für die Formen {0/ln) und J^ ergibt sich: 

{(t^u)\abn)^{e^ii)'-u,^/l^{e.lu), 



Aus dem Reduzenten (ßJu) folgt aber die Reduktion des durch 
Faltung mit dem Modul / entstehenden Systems. 
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Das relativ vollständige System mod v besteht also aas den sechs 
Formen: 

/, ö, K, y, ^, N. 

Als Beispiel zur Reihenentwicklung in § 2 geben wir die Ableitung 
der Formel (3.)a ausführlich, bei späteren Rechnungen soll direkt die 
Schlußformel III aufgestellt werden. (Polaren verschwindender Formen 
sind schon während der Rechnung ausgelassen; die erste Zeile gibt die 
nach Entwicklung II eingetragenen Werte, die zweite Zeile die, mit der 
letzten Gleichung des Systems beginnend, rekurrierend gefundenen SchluUwerte.) 

Es folgt nach Entwicklung II: 

1) m = 3. n = 4. Ä = 2. fi = 0. r = x=l. 

chb^(bOiiy = [aa]^ 6 + !)- \a^b^{aeu){bexC)^u,.a^b^{aeb)(b6rC)\ 

- ,V*-'K(«ö«y] h V l nl.[o,(aeHy] b^ + i »^ [aiiaeny] b\ 

2) m = 2. n = 3. ;i=l. /< = 1. v = x=\. 

n»(aev)b » (ben) = f \ai^(adicy b» - u^ ■ (ig (n0u) (aOb) b»] + 1 4 (bOny 
- 1 [al(ben) (aeu) - u, • <,% (aOb) (bSu)] 
= l(aJuy-^l[a,(aeH-)^b+l^[al(a0Hy] -f 

3) w = 2. n=3. ;i = l. ft^X. i'=l. Pf = 2. 
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n»(aeb)b^(beu) = ha., (aeV) {aOu) b^ - «, • a^ (adbf b,} 

=^l[a,(aen)^b' + .^[al(aeuy]b-lu^.[a,(aeny]b' 

-~u,'[aKaeuf]b\ 

4) «J = l. « = 2. i. = 0. fi = 2. v = x = \. 

a»(a6uyb^ = [a, (« nj] b-\-\al(ae «) (b 6 u) 

= [Maea:)']b^l[alQ,euy].f-ln.[''l(aOuyyK 



5) m=l. M = 2. A = 0. fi==2. v=l. x = 2. (x>y). 
at,(aeu)(aeb)b» = [a^Qieuy] b' + ^4(«Ö6)(6Ö«) 

= [%(aö«y]6'^4 ^[«K«ö«)'^]6-- /^'',.[«U«öuy]6' 



6) m = l. 11 = 2. A = 0. .M = 2. i'=:l. ;f=3. 
a»(aebyb» = [rr, (r/ö »)'] i'- 

7) m = 2. « = 4. A = 2. ju = v=x=0. (Nach Entwicklung I). 



ll6< 



10' 



8) wi = l. n = 3. A = l. /< = 1. v = x = 0. (Entwicklang I). 
nl(a6u)(J>e,i) = [ [a\ («Öm)']./- j «, • K(«ö«)'] *• 

9) m = \. ?i = 3. A = l. )t'=«=l- »'=0. (Entwicklung!). 
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Aas 1) and 4) folgt: 

(« J vy = - a, b, + ^ f- al + ^ */, . al b, - ^^ «4 • «\ K - jg "* ' * ' /'• 

(Zur Umrechnang in Symbole 6 vgl. § 8 und 9.) 

Formel (3.)a ließe sich noch kürzer durch direkte Übertragung von 
Entwicklung I unter Einfilhrnng der Hilfsvariablen w=xub berechnen, 
während schon bei Formel (3.)b und (3.)c der von uns eingeschlagene Weg 
der einfachere wird; bei (3.)b wei£ man im voraus, nach § 9, daß alle 
Glieder mit dem Faktor ii^ auszulassen sind. Man erhält zur Berechnung 
von (3.)b und (3.)c: 

(3.)b) 1) a,(aeu)b,{beHf = UuJuy + f[a,{aduy]^b^-liAal{adny]^, 



3G0' 



2) ,,,{aeu)b,ibeuy=:[a,{ae,>y]^ b + g[aiiae,o%-, 



-■I 



(3.)c) 1) o,{aOu)bAbeuy = l-{aJur-{-l[a,{aeuf]^b+^^[aliaeHr]^ 
-lu,.[a,iaeuy]^b^-lri.^-[aliadtiyUb+^.uli^^^^^^ 

O uh^ ^ üb' l^U üb* 

2) a,{aeu)b,{bOuy = llal{aeuy]^ . 

Nachbemerkung: Analog berechnen sich die nach § 5 reduziblen 
Überschiebungen von f über j. Es wird 

fl,=-ö,+u,.{|ö^,-|-//)-3«^ö^+J«^p, 

(4.) 
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7 1 

^ = -10^^ + 2'^''^' 
(4.) 

4 3 

Aus (3.) und (4.) folgt, durch Übertragung aus dem binären Gebiet, 
(effiif = p'fmoAv''). Die Übrigen Formen der Formenreihe {OffuY und 
die Form ö^ sind reduzibel auf Symbole v. Wir können also ersetzen: 

mod V : Faltungen mit f*j durch entsprechende mit (OffiCf. 

Es wird ferner: 

{}> a'xy= ^ /. z/. öc,, (t^»'x) = - iV. 
Kapitel IIL Das rclatiy yoUständige System iiiod i^y(f,t). 

§ 7, Überblick über die Bildimg des Systems. 

Um von dem relativ vollständigen System mod v zu dem relativ 
vollständigen System mit nächsthöherem Modul überzugehen, hat man nach 
der Definition § 3 das System von v in bezug auf diesen höheren Modul 
zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen Systems mod r 
ZQ falten. Nun aber steht y=^ul als Kontravariänte 4. Grades der Form / 
dualistisch gegenüber. Betrachten wir daher v als Grundform, so erhalten 
wir ein relativ vollständiges System von sechs Formen mod y(r)=^(vyixy=sl. 

Wir haben also zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod s 
(System III) zu überschieben 

System I: /; ö, K. ;, J, N über 

System II: r^ H^{vy^xfulu\^ L=(yrix)Hlulu]j^g=(rt]xyHl^ o^IIlulu\^ (rax). 

Es wird sich zeigen (Formel (13.)), daß die Form g reduzibel ist, daß 
also System II nur aus fünf Formen besteht 

*) Gordan-Kerschensteiner^ a. a. 0. S. 181. 
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Im Laufe der Rechnung werden die quadratiöchen Formen 
(f = K=-^t^*l, t=tl = a\I]l 

als Moduln adjuugiert, sodaß mau ein relativ vollständiges System mod(Ä,(>, ^ 
erhält; und zwar soll der Modul (p, t) als höherer Modul als der Modul s 
gelten. 

Die Anordnung der einzelnen Formen soll nach der Ordnung in deu 
KoefSzienten erfolgen. 

Wir normieren die Faltung 

höher als die Faltung 

Dadurch ist nach § 1 und § 3b die Reihenfolge der einzelnen Formen 
gleicher Ordnung eindeutig bestimmt. 

Die Bildung der Formen gleicher Ordnung wird tabellarisch durch- 
geführt: 

I. Angabe, welche Formen von System I und II miteinander zu 
falten sind, um die bestimmte Ordnung in den Koeffizienten zu erzielen. 

II. Aufstellung der irreduziblen Formen nach dem Schema der 
Formenreihe. 

III. Reduktion der reduziblen oder zerfallenden Formenreihen oder 
Formen, d. h. derjenigen Stellen, wo die Gesamtformenreihe abbricht, und 
dadurch der Nachweis, daß alle irreduziblen Bildungen mit den angegebenen 
erschöpft sind. 

IV. Folgerungen, und zwar 1) Angabc neu entstandener Reduzenten, 
2) Angabe derjenigen Formen, die nicht in Produkten mit Formen des 
gleichen Systems in Faltung mit Formen des andern Systems eingehen. 

Es wird sich zeigen, daß' nur auftreten: 

1) Faltungen von je einer Form von System I mit einer Form von 
System II. 

2) Faltungen von Potenzen von Ö, bzw. //, oder von zwei Formen 
des einen Systems mit je einer Form des zweiten Systems. 
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Wir werden folgendes Schema zur Faltung erhalten: 
System I gefaltet mit System II 

1. Ordnung /' 2. Ordnung v 

2. „ ö 4. „ // 

3. „ ^,y, '^ 6. r. L,o 

4. „ ^\ff',f.j 8. „ {,'ox),H-^ 

5. „ 0-K 10. ^ 11- L 

6. . 0\./-j 12. „ IP. 

Zur Kontrolle der Rechnung dienen, außer der „doppelten Reduktion" , 
die beiden speziellen Formen: 



I. 






4 . 



1 ., 



4 . 



p = 0. ^ = 0. 

Nachbemerkung: Den Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) entsprechen fllr die. 
Grundform v die folgenden: 



(5.) 



• 


^ = 3?<>-a 


• 


(^vtixf^A 


fUy,jx) = 


Hl = a 


{vrixy = 


I^yrja^^^ß 


IIl(rr]x) = 


(ytjX)*=g 


H,(ynxy = o 


n\{yrixy=:( 


. 1 

A = ,. s ' )' 
b 


1 

2 , 2 , , ./ « 


/<=-, ?«,-hr' ",-■'. -s»;, 


'■-.?«'.- 







(6.) 



3 1 4 1 ; 
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(7.) b) (yoxy=.-y^{Hs^t), 

c) (,.aa;)* = ^4- ^^-|»,.5; + ^«^4; 

a) sr, = - *, + »/, [^ s\ - 1 z}- 3?<^ «J + ^ ?4 • *; , 



(8.) 



5 



d) .9t = s4. 



§ 8. Formen drittel' Ordmuig (ßystem III), 
Faltung von / mit v. 



hreduzible Formen: 



a1 = ^. 



Reduktion: a\ = i^iii^ (Formel (2.)). 

Folgerungen: 1) a\ ist Reduzent 

2) /tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (/) in Faltung 
mit V ein. Das Gleiche gilt für v in bezug auf /. 

§ 9. Foi^men vierte^' Ordnung (System III). 
Faltung von mit v. 

{9yx) e^ 

hreduztble Formen: (3rxy 0^(ßvx) ö^ 

e,\9vxy . Ol 
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Reduktionen: Aus dem Reduzenten al darch doppelte Redaktion der 
Ausdrücke al{abu)^ ^IKi ctlby(abi() nach dem Ansatz: 

ffl {ßvx) = al {abvx) (abu) — ^ (vv^xy = a^ b^ (ab vx) (abu) + ^ (yr^xf 

2 

= rtj (abu) — al b^ (abu) =^2alb^ (abu) = ^al (abu)^ 

et (Bvxf = a\ {7bvxf - J (t'v, xy = a, K (^ yxf + | (vy.x)* 

ffl (9 vx) = al Ä, (ah yx) {abv) = a\ b, (a b a) . 
Es entstehen die Formeln: 

0l(9vx) = O I 

^^•^ 0li&vxy^^if-\s ÖJC£v£) = 0dJj4=«J = P (adj.Modal, §7). 

— ^— 9 ^1 I . ■ 

Folgerwigen: 1) $1(^9 yxf ist Reduzent. 

2) 1^ tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen (g) in Faltung 
mit 6 ein. 

§ 10. Formen fünfter Ordnung (System III). 

^ , f ^? y? -^ mit V, 

Faltung von -^ ' 

\f mit//. 

Irreduzible Formen: 



I 



(kyx? 
A) 


K,(kyxf 


""'■""' 


K,Qcy.^/ 
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(jvx) J, 

C) 





B) 


(jvx) 
{jvxf 








(aHu) 


{aHuf 


D) 




«, 




Reduktionen : 









a,{aHuf 



A) Formenreihe Kl\ Reduzent a\. 
Form K\(Jcvxf: Reduzent ei(^»vx)\ 

(Jcvx)^ Ky(Jcvx)^ Kl(kvx) sind zerfallende Formen nach §3. 

B) Form {jvxy = {aevxy = a\^e+G',*f-^a\e,^^a,\a,^e,^{^evx)\' 



{jvxy = p . /•+ 1 * ö . mod (^/ , v), (vgl. § 5 Schluß). 



C) Form J^i Reduzent ÖJ. 

Formen J\, und dl\ Reduzent a\ oder dt durch Ersetzen der 
Form J durch niedere Formen der Formenreihe (§ 5 Schluß), d. h. durch 
doppelte Reduktion der Ausdrücke 

a<^a\^ o^a\d^ und a^O^^. 

Die doppelte Berechnung von J\. gibt Anlaß zur Reduktion der 
höheren Form a\. 



JS^^ther^ Über die Bildung des Formensi/atems der temdren biquadratiachen Form. 51 
üedaktionsformelji : 

a) Jl^lal-^(ast0' + lie + licl-(2al-ty 
(10.) b) Jl^-la, + lu,{^al-lt], 

' c) Jl = al-^t. 

Ableitung der Formeln: 

a) «* rtJ = 3 tö=[fl,],, + Y [all, + 5 [«* (adiif]^ ^^ + ^ [4(aöt<)'] vx" 

19 2 1 

"14 "x • K]k' - 24 "- • K (« Ö »)*].» ""^ , 
b') a»^l = a^ = a<^^y{a, — (a^vx)\^ 

3 3 11 7 

c) 4 ö; = «* = [all. + i [4 («Ö»7J., ^x^ 



flj = ^t + ^«* 



2 

*? 



D) Redaktion von a]^ durch doppelte Reduktion von Jl (C). 
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Die übrigen Reduktionen durch Rechnung, die der in § 9 dualistisch 
entgegengesetzt ist. 

Reduktionsformeln : 



(.^^') a], = ^a^+ j-u,'al + --u,'t, 



o^^t (als Modul adjungiert). 



Folgerungen: 

1) O^a)*, ^l^ a\(aHii) sind Reduzenteu. 

2) r tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 
mit A^, y, J ein; das gleiche gilt von / in bezug auf H und von ; in bezug 
auf A', da 0^{9'j^y^xf nach § 11 B reduzibel wird. 



§ 11. Formen sechster Ordnung (System III). 
\e\ /'.y, N mit r, 



Faltung von 



le 



mit //. 



Irreduzible Formen : 




A) {»'vxy . B) ö.OVx) 


(ar,x) 
D) ^ ' ^ 


(OHn) 

6^{f^nxy 


(eiiuy 



C) iv„ 






Reduktionen: 

A) (.9Va)* zerfällt nach Formel (3.)a: 
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B) a.ijyxf zerfällt nach Formel (9.)a, indem wir nach § 6 Schluß 
/•; durch (öö'w)^ ersetzen, und die ReduziWlität von 0'^ beachten: 

Formen a^{jvxf und al{jrxf\ Reduzent a^ und {jt^itf\ , 
a^{jvxy = aj{jrxy~{jyxY{jymi), 

C) Formenreihe A^^; Reduzent Jl. 

{nvx) und N^{iivx) zerfallen als Überschiebung über Funktionaldeter- 
minanten nach § 3. 

D) Übersicht über die Reduktionen: 

a) Formenreihe ö,^//,«^: Reduzent al{aUn). (Führt auf Formen mit 
höheren Symbolen.) 

b) Formenreihe ö^//«^: Reduzent a'l^{(iHu) durch doppelte Reduktion. 
(Fuhrt auf Formen mit höheren Symbolen und auf höhere Formen der 
Gesamtformenreihe, d. h. auf die Formenreihe ÖJ.) Wir betrachten an 
Stelle von d^H^ die Formenreihe ö^(di?a:) (0//?^ = ^»7^4 + ^^ ersetzen darin 
die Symbole durch die niedere Form {abu)^ gelangen so zur doppelten 

Reduktion der Formenreihe al((iHt()(ab}() = O^II^ + ^0^ mod 5. bis zur End- 



form aJ6,(6//?/)(a6w) = Öj//^ + |ö*. 



c) Formenreihe O^i Durch doppelte Reduktion derjenigen Formen, 
die zugleich den Formenreihen ö^//«^ und ÖJ//^ angehören — d. h. der Formen 
der Formenreihe ÖJ 11^ — auf Formen mit höheren Symbolen einerseits, auf 
Formen mit höheren Symbolen und auf die höhere Formenreihe 0^ 
andererseits. 

d) Formen 01(&tix), e\{»rixy, 0^j{9rixy. Durch doppelte Reduktion 
mittelst des Reduzenten a analog der Rechnung von § 9. 
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e) Formen d\{OHuf und 0\(J>rixfi Durch doppelte Reduktion der 
Ausdrücke J^aJu)* und {a^vxf mittelst der Reduzenten j\ und {aJu)^. 

f) Formen H^ und H^i Zerfallende Formen. Ergibt sich bei Hl 
durch doppelte Reduktion des Ausdrucks ^(aJ^O^ oder auch durch direkte 
Berechnung der Produkte (a^)% (il-h^^ durch Formen des Systems. (Die 
analoge Berechnung von (ci^y gibt eine Relation zwischen zerfallenden 
Formen.) 

g) Reduktion höherer Formen dadurch, daß Formen der Formen- 
reihe • H zwei Reduktionsmöglichkeiten zulassen (zwei reduziblen Formen- 
reihen angehören) und zwar: 

g durch doppelte Reduktion von 6],(drixf\ läßt Reduktion d) und e) zu; 

s\(Osu) durch doppelte Reduktion von 0\(ßi]x) : läßt Reduktion c) und d)zu 

s\(Ositf durch doppelte Reduktion von 6\Hl : läßt Reduktion a) zu und hat 
Reduzent ßy{&vxf zum Faktor; 

s\ durch doppelte Reduktion von 0\Hi^ : läßt Reduktion a) und c) zu. 

Der Nachweis der Unabhängigkeit der übrigen Formen ergibt sich 
durch doppelte Reduktion der Formenreihe Jl{(tJuf^^O\. 

Ausführung der Reduktionen: 

Die Existenz der Reduktionen a), b), c), d) ist a priori klar, da nach 
dem angegebenen Bildungsgesetz die bei der doppelten Reduktion ent- 
stehenden Relationen von einander unabhängig sind. Bei den Reduktionen 
®)? 0? g) ist durch Rechnung nachzuweisen, daß keine Identitäten ent- 
stehen. 

Wir geben, symmetrisch zum Diagonalglied in der Formen- 
reihe O'H bis zur Form 0^ vorangehend, teilweise mit Andeutung der 
Rechnung, auch die durch Reduktion a), b), c), d) gewonnenen Formeln, 
da sie zum Teil bei Reduktion e), f), g), zum Teil später Anwendung 
finden. 



üiyetherf über die Bildung des Formemyatema der teimären biquadratischen Form. 55 

1) H^ und Hl nach f). Nach dem Ansatz*) 

al-f>l=f>l, |fl„M„-(ayPi «)!'<- v-^lbt -2a^ b,,{oHii){bHti) - ^,(asuf{bsuf 
■"' ■f^p-albl-2a''{aHii)(abv)-^(asii)\bsny+{atjxf{eiIuf 

entstehen unter Eintragung des Wertes von O^H^ die Formeln: 

a) H»^ 2 a,-aH 2ve,{&vxf + 2f-a, {oHiif- 2 ö„ 
^^^•^ b) Hlr^{aVf-^2e\^l{esur^^^s.v-\if.p-\f.{asu)\ 

2) e^H» nach b): 

-^a^{^rix)[itbu){aHu),^e^{ariX){eHu) + l <?J+ \ (yr]x)\ 
Nach den Formeln (5.) und (11.) folgt: 

3) 0^H»{OHu) berechnet sich nach b) analog wie 6^Hy. 

ö, H» {OHn) ^ - ö* {OIIu) - 1 (esuf . 

4) e^H^ißrix) nach b); e\{^di]x) nach d) (vgl. §9): 
6,,Ih(»rix)r^ -(P,.{ari^)-\s^ (ö*«)<- J (dpa;) - J *^(öj?m), 

e\{Ori=^)^ 3 o\{abn) ^ - J- (.^(,.r). 



•) Das Zeichen f an Stelle des Gleichheitszeichens bedeutet, daß Produkte 
aus Ux mit höheren Formen, als die durch Faltung III und .IV entstehenden, aus- 
gelassen sind. 
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5) e^IIl nach b), . Bllh «ach a), 
aus a^^{aHb){bHu)\ ans a\{Hab) {abu)\ 

0\,th nach b) ond dadurch d\ nach c), 
aus <i\{bHu){abu): 

0\ H»^ I d, - 1 e\ + jjg s, und daraus • 

6) B'.jiOHuf nach e): 

(nach Formel (3.) c), 

(nach Formel (10.) a), 

7) 0^^(&Tjxy nach d) und e). Daraus Redaktion der höhereu Form g. 
Nach analoger Rechnung wie in § 9 folgt: 

^-lg-l(9(>^:y+f^f-a] + ^^f.t (nach Formel (11.» 
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Nach entsprechender Rechnung wie oben folgt: 

(nach Formel (3.)c), 
{aJvxy = - 1 { ^ + 6 [Jl] «' - 4 [Jl] a ^J\-f 

(nach Formel (10.)): 
göU.9,x)' = -,V-|..'-|(^0x)H|t^+[;/.aJ + g/./, 

und durch Vergleichen der beiden Werte von Ol{ßi]xf nach g): 
(13.r) 0^9^2sl^2(J>Qxr + Uj~\f^a]^lf.t. 



8) eiH^(eHn) nach a) und b), daraus ei'^ißllu) nach c) (Formen 
mit dem Faktor u^ verschwinden): 

e\n,{eihC)^-ls,{esuy^UvQx), 



e\(eHu)^\s,{esn)\ 



9) e\H^{»r]x) nach a) und b), daraus S'^i^rix) nach c). ö;(t?iy.r) 
nach d), daraus Reduktion der höheren Form sl(0su) nach g) 
(Formen mit dem Faktor tt^ verschwinden): 



*) Es ist dies die in der AomerkuDg zur EioIeitUDg erwähnte Relation 
zwischen den drei Kovarianten 6. Ordnung und 6. Grades. 
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6\II,(,9rix) = \{atu), 



&',(»V^) = ^^4(.0su), 



(14) sl(iesu) = ^0^(»(fx) + l(otn). 



10) &III» nach a) und durch Reduzent 6\(J^vxy^ öf,//;, nach a) und c), 
G\j nach c), daraus Reduktion der höheren Formen s\{Osicf und 

** nach g): 
Kach a) ei'r.m={a\{aIluy]b^+\[a\]^-\ Hl(yr,xy 

Durch eft{9vxy. ei}n=[ei{9yxy]+l[et]f:x' -^4(0*«)' 

= ^i'"l~Qsl-^sl{dst(y+^(i^(tx)\ 
•Nacha) 01,11,= -[a',(a//«)] 6^-l[ai;(aÄ«^*^-TKU+Ät«*L 

Nachc) e\H,: a\{Hah){bnu)^'^^{atuy=e\Il»{eHu){9rix)-{.\Hl{vrixy 

+\e\m=^\G^,Hi^e\H,-xi^\a\{aHuy]b^+\m{vnxy, 
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Nach c) 0l = pal-lsl+f^6l-'^(rgxf+l(atn)\ 



Nach g) aus den zwei Werten für ÖJ//. 



2, 



Nach g) aus den zwei Werten für ^,^11^: 

(16.) .*, = |e.«',+^d^ + |(a^«7-f|(.p.r)H^/-«l-|**-":. 

Formel (16.) gibt die Grundlage zur Reduktion des Moduls (ss'uy^ 
Formel (13.) zur Reduktion des Systems von s. (§ 17.) 

Folgejmngoi: 

1) a,{jvx)\ e^H^, ffK^rjx), 6\(ßHn)^ sind Reduzenten, a,{jvx)\ 
H^ und Hl zerfallende Formen. 

2) Die Form des Systems II: j(r) = g==(yrixyUl ist reduzibel. 

3) V tritt, da die einzige kontragrediente Form g reduzibel wird, 
überhaupt nicht in Potenzen oder in Produkten mit Formen des gleichen 
Systems in Faltung mit System I ein. 

d tritt nur als Kontravariante betrachtet in Produkten oder Potenzen 
in Faltung ein, und entsprechend H als Kovariante betrachtet (vgl. § 13 B). 

§ 12. Formen siebenter Ordnung. 

e-K mit V, 
Faltung von ^ K, ;, J mit //, 
f mit L, o. 
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In^eduzible Formen: 



B) 



C) 



O'?''^) 



E) a, 



' 


, 


{KHuf 


' 


ä; 


• 


(kr.xy 


• 


Kl 


(kr.xy 


n,{knx)\ K,{knxy 


• 


' 


K,(kr,xy 


• 


V) H, 


Hjijrix) nj, 


(oLuy {aLuf 


l 


ai(aLiif 



K,{Kihiy 



D) 



{JHu) 



V?' 



ffj^oLuy 



Reduktionen: 

A) {S-'k, V, xy zerfällt als einmalige Überschiebung über die zer- 
fallende Form (5Va)*. 

B) Formenreihe fhK,^: Reduzent H^O^- 
Formenreihe K^^^KIIu): Reduzent a\(aIhC). 
Formenreihe K'^^{krix): Reduzent 0\(ßrix). 

Die daraus sich ergebende doppelte Reduktion der Formenreihe K]^ gibt 
AnlaB zur Reduktion der höheren Formenreihe {jrixy. 

(KHu)^ (krjx)y K^(kT]x) zerfallende Formen nach § 3. 

Hj,(KHu), K^{KHu) zerfallen als entstanden durch einmalige 
Faltung mit der zerfallenden Form K^{kyx) und der Funktionaldeterminante 
Kl = ei(a6u) = nl{aeu) mod v\ 

Der doppelten Darstellung von K^ entspricht eine Relation zwischen 
zerfallenden Formen. 
Es wird: 

--f'V'Öi (Produktsatz) mod(v'), 
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(17.) •) = 01-0,^ + eia^^ + f.e,^(0Huy + e'a^Q^Ihiymod(v'). 

Die Formen Z/^, 11^ {fcn^^)i H\^ HKJcrix) zerfallen als entstanden durch 
einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen H^ und Hl (vgl. § 3. 
2), a) und b)). 

E^ ist //jfc = Hi^ {aOu) ^[//,v]ii — /• H»{OHn). (Spezialisierung y = uv 
von 2)a). 

H,(ikrix) = H,a.^^H^e,.f\ //,,./, = J[i/,,] ^-|//^nr^, (§ 3. 2) b). 

C) Formenreihe Uv^Y- Reduzibel durch doppelte Reduktion der 
Formenreihe K^ nach B); nach dem Ansatz: 



= y(jr,xy mod (i^, s, p, t, I, J). (Vgl. § 5 .Schluß.) 
Der analoge Ansatz gilt bis zur Schlußform der Formenreihe: 

Form {jrixji Zerfällt 1) durch zweimalige Polarisation der Relation 
für die zerfallende Form Hl ((12.) b); 

2) durch direkte Berechnung des Produktes a^-Ol'^ dadurch Zer- 
fallen der höheren Form (JHuy. Es wird: 

•) Produkte von Formen, unter denen eine Kontravariante ist, wie in diesem Fall 
f'Ol'V^ sind bei allen Relationen zwischen zerfallenden Formen weggelassen, da sie 
bei der Anwendung der Formeln bei System an- keine Bedeutung haben. 
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(18-) 

6) ovo*=v,.„,, 



mod (y^ s^ p, t^ ^, J) 



nach dem Ansatz: 

HKaOuf^ ^^(JHay= 2 ti\ {adn) (ciHu) + ö^ < (Produktsatz) 

D) Formenreihe J,^{JHu): Reduzent ^^, 
{JHuy zerfallende Form nach C). 

E) Formenreihe a'j{aLu): Reduzent a\{aHu). 

Formen {aLu) und fft^aLii): Zerfallen als Überschiebungen über 
Funktionaldeterminanten nach § 3. 

F) Formenreihe al: Reduzent a]. 

Formen a] und a]: Reduzent al und r/J durch doppelte Reduktion 
der entsprechenden Ausdrücke 

ny(fl und H^o]jn H^(t\a^ und //^a* 

(vgl. § 10. C) Reduktion von Jl und z/J). 

Daraus Reduktion für die höheren Formen a^s^(asuf^ als^{asiif und für 
Formen in Symbolen Q ^ t {a^ ii^^) unter Berücksichtigung von (16.): 



als^((isify = 0. 



mod (p, t) 



Form ('„: Zerfällt durch Polarisation von (12.) b oder kurzer durch 
direkte Entwicklung des Produktes di-Oy nach dem Ansatz: 

«^ö:^ = a;^,>^-(.^öV,.r)r=~2.^^(a//u)(«ö//)(r?Ö7?x^ 
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und unter Berücksichtigung der Reduktion von Ujijrixy {Q!)\ 



(20.) 



a^^2a\^6\ moA {s^Q^t^i). 



Folge7*ungen: 



1) (JTjxf, J^(JHi()^ al sind Reduzenten, (jrix)\ (JHuy^ r/^ zerfallende 
Formen. 

2) f tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung 
mit L ein, / und daher auch K und N überhaupt nicht in Faltung mit o und 
folglich auch (rox). j tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 
J überhaupt nicht in Produkten in Faltung mit H und L ein (folgt aus 
J^(JHu) und {JHiif). Ebenso tritt a und folglich (vax) nicht in Pro- 
dukten in Faltung mit irgendeiner Form von System I ein. Es bleiben 
an Produkten in System II, unter Berücksichtigung der Folgerungen in § 11, 
nur Potenzen von // und Produkte von // mit L. 



A) 



E) 



§ 13. Formen achter Ordnung (System IIl). 







J'j mit 1', 




Faltang 


von 


, 6 mit L, a. 




Irreduzible Formen: 






J,(Jvx), 


B) ^^'''^' 


• 

lUfPnxy, 0,(9'rixy 


^^ (a//u)/7, 

• 


a,,(aHu)Hj, 


D) U.;N,, 


. 


{eLuj {eiAij 


e, 


• 


L»{eLti)\ 


6,(6 Luf e,(ßLny 



(&ixy 



e\ 



e.ipixy 
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Reduktionen: 

A) Jy{jvxf: Reduzent (/^(jn-f. 

Jy{jvxf reduzibel durch die zerfallende Form (lyijvxj nach § 3. 2)b 
unter Berücksichtigung des Reduzenten 0^,. Denn nach § 11 B) wird: 

(Reduzent a. und O^i). 

B) Die Formen H^ {»'nxf, H^d^'rjx), Hl (f^'tixf zerfallen als entstanden 
durch sukzessive einmalige Faltung mit den zerfallenden Formen H^ und H^^ 
bzw. H^a^ und H^a^ nach § 3. 2)b) und nach der Relation: 

C) Formenreihe (f,j{jr]xy: Reduzenten (fj und (jrixf. 

Form ((,,(jr]x) zerfällt: Reduzent üj und einmalige Faltung mit 
der zerfallenden Form {j^xf nach § 3, 2) a (Spezialisierung y^uv). 

Form a^Hj zerfällt: 1) durch einmalige Faltung mit der zer- 
fallenden Form Oyijrxy; 

2) durch spezielle zweimalige Faltung mit der zerfallenden Form 
(jrjxy; daraus eine Relation zwischen zerfallenden Formen. 

Aus (ly (y iM)^ = 01-0^ + 2 a^ Hj mod (s, (>, t, z, 7). 

3 
Aus Ori^T' O = 0l'dy— :j a^ Hj mod (s, (>, t, i, j) 

(Produkte mit Kontravarianten sind ausgelassen), 
nach dem Ansatz: 

and Vertauschang der Symbole in a,(iibiC){0bu)6\^. 
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D) Formenreihe N^(^NIIti): Reduzent Jl. 

(NHu), (nrjx), N^(nrix)^ IJ^(NHu) zerfallende Formen (vgl. 
§12 B), (NHuf zerföUt durch einmalige Faltung mit der Form {JHiif. 

E) Formenreihen Ö,L^, 0^(0 Lu)\ e^{&lx): 
Reduzenten: 0^H^, e]^{eHic)\ e\(9rix). 

Formen (öLm)» (^^^)7 ^»^ L^{0Lu), e,{eLu),L^(»lx),ei(»lx), 
Ll^ Ll(ßLu)^ d](ßLu) zerfallen. (Den zerfallenden Formen von § 12 B) 
dualistisch entgegengesetzt). 

F) Formenreihe 0^{3ax): Reduzent a]. 

Formen (3ax) und (^&axy zerfallen, als entstanden durch ein- 
malige Faltung mit der zerfallenden Form a^; 0^ durch zweimalige Faltung 
entstanden, zerfällt, da die Formenreihe al (aßti) öj^ ^ H) (jrix) ^ mod u 
lo {s,Q,t,t,J): 

6, = a, (abuy = al {abiCf . Ol. 

Folgerungen: 0^ oder O'^K tritt nicht in Faltung mit //^ ein; nur 
als Kontravariante betrachtet in Potenzen oder Produkten in Faltung mit X, 
Überhaupt nicht in Faltung mit o und (yox). 

N tritt nicht in Produkten in Faltung mit irgend einer Form 
von System II ein, ebensowenig wie mit Potenzen oder Produkten von Formen 
von System IL Es bleiben an Produkten in System I, unter Berück- 
sichtigung der Folgerungen der letzten Paragraphen, nur Produkte /•;, J •;, 
Potenzen von 6 und Produkte von d^K. 



§ 14. Formen neunter Ordnung (System III). 

e-K mit H, 
K^j\J mit i, 
y, J mit a, 
[ / mit IP. 



Faltung von 



Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 1. 



66 No etiler^ über die Bildung des FonHensyetems der temären biquadratischen Form. 
Irreduzible Formen: 

. {KLuf 

. . K,{KLuy 

Kf 



(klxy 



K,(Klxy 



Lj . (alPuy (afPuy 

C) ., D)^„ E)0-r;^), G) ' / Jns 

ij, . a^{aWu)\ 



Reduktionen: 

A) die Formen H^{krix)\ lll{krixf^ HKkrjxy zerfallen als entstanden 
durch sukzessive einmalige Faltung mit zerfallenden Formen. 

B) Formenreihen K,L,, Kf{KLu), K^(klx): 
Reduzenten: Ö^//<^, a\{aHiC)^ 6\{&rix). 

Formen K^, K^KLii), Ki{klx), {KLuf, {klxf zerfallen als Über- 
schiebungen über Funktionaldeterminanten (§ 3). 
Formen 4, L,{KLu), L^{KLu)\ L,{klx), L,{klx)\ Li, Ll(KLu), 
Ll{klx), LI, Kj^KLicy, Ki{klxy zerfallen als entstanden durch ein- 
malige Faltung mit den zerfallenden Formen: 

/.„ Ih{KHu), L,{»lx), lU, LI, Ll(0Lu), K,{KHu), 0,{»lx) 

nach § 3. 2), a) und b). 

C) Formenreihe {jlxf: Reduzent {jrixf. 

Formen {jlxy und Lj(jlx): Entstanden durch einmalige Faltung 
mit der zerfallenden Form {jrjxf. 

D) Formenreihe Ji{dLtC): Reduzent Jl. 

Formen {JLiCf, {JLiif: Einmalige Faltung mit der zerfallenden 
Form {Jlhif. 

E) Formenreihe (joxf: Reduzent r^ durch Ersetzen von; durch niedrigere 
Formen der Formenreihe (§5): 

cillia0uy^\(Joxy...al(aOaxy==Ujox)\ 
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F) Formenreihe ^: Reduzent a^. 

Form J^i Reduzent a\ durch Ersetzen von J durch niedrigere Formen 
der Pormenreihe: 

2 

Folgerungen: Nur die Form j tritt in Faltung mit o und (ynx) ein. 
iV tritt nicht in Faltung mit L ein, da die ^i entsprechende Form 
iV; zerfällt. 



§ 15. Formen zehnter Ordnung (System III). 

) 6\ f-j mit L, 
Faltnng von { 

\e m\i H\ 

Irreduzible Formen: 

(ßWuy (oiPii)' 
^ . ii,(oiPu)\ e^{dWu)\ 

Reduktionen: 

A) und B): Zerfallen der übrigen Formen durch einmalige Faltung mit 
zerfallenden Formen. 

C) Zerfallen der übrigen Formen nach § 13 B) durch dualistisch ent- 
gegengesetzte Betrachtung. 

Folgerungen: 

d'^*K tritt nicht in Faltung mit L ein; entsprechend IPL nicht in 
Faltung mit K. IP und IPL treten nicht in Faltung mit ein. 
Das Schema zur Faltung § 7 ist somit bewiesen. 
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§ 16. Formen IL, 12., 13., 15. Ordnung (System HI). , 
11. Ordnung. 



Faltung von 



Irreduzible Formen: 



6'K mit Z/, 
KJ mit H\ 
j mit {i'Ox\ 
/mit H'L. 



12. Ordnung. 







Faltung 


von 


mit L, 
mit i/-i. 




In 


eduzible Formen 


: 










E) {&^lx)\ 


F) («'"-i' 


LA», 


• 

II-L,ti*). 


13 


Ordnung. 














Faltung 


von K mit II L. 




In 


'eduzible Formen 


: 












(K,n.L,u)'' 








G) _ 




K^{K,II.L, 


nf. 


If) 


. Ordnung. 














Faltung 


von A' 


mit //j. 




In 


'eduzible Form: 














H) 


(KIP 


«)". 
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Reduktionen: 

Formen lly^HJ,. Reduzent L] aus der Relation: 

{ylx)L\=^'-\w mod(a,^). 

Zerfallen oder Reduzibilität der übrigen Formen nach den Be- 
trachtungen der früheren Paragraphen. 

Folgerungen: 

Nach dem Schema zur Faltung § 7 und den Folgerungen der §§ 8 
bis 15 sind hiermit die irreduziblen Formen des Systems III (117 Formen) 
erschöpft. 

KapitellV. Das relativ vollständige System mod ((»,0- 

§ 17. Reduktion des Moduls {ss'iif und des Systems von s. 

Zur Bildung des nächsthöheren relativ vollständigen Systems hat 
man nach Analogie von § 7 das System von s in bezug auf den nächsten 
Moäni v(s) = {ss'uy zu bilden und mit den Formen des relativ vollständigen 
Systems mod s zu falten. Es soll gezeigt werden, daJB bei Einführung 
des Moduls ((>, t) als höheren Moduls 

A) der Modul (ss^u)* reduzibel wird, 

B) das System von s aus der einzigen Form s besteht. 

A) Die Reduktion des Moduls {ss'uy ergibt sich sofort aus dem durch 
Formel (16.) § 11 gefundenen Reduzenten s;. Aus 

folgt durch Polarisation von x nach v^i 

(^ss'uy=-l.Ly+ßslsl^ 
(21.)*) 

und damit die Reduktion des Moduls (ssu)*. 

•) Aus Formel (21.) folgt die in der Anmerkung zur Einleitung erwähnte 
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B) Die Reduktion von Z=(ss'uf = 0{s) und daraus die Reduktion 
des Systems von s ergibt sich durch Ersetzen der Form Z durch die 
niedrigere Form gl nach Formel (8,)b, § 7 unter Berücksichtigung der 
Relation 

Die Form gl hat nach Formel (13.), § 11 den Reduzenten sl zum Faktor. 
Es wird, nach Formel (8.) und (16.): 

gl = ^Z+^ia^^ + -^i((isuy mod (p, t), 

nach Formel (13.), (14.), (15.), (16.): 



2 • / N2 , 1 



= i ^'- ^4 - i «'-(«^w)' + ö '^- ö mod ((>, 



(23.) Z=^2i'al + ^t'{asiiy-^^J^0 mod (p, 0- 



Das relativ vollständige System mod ((ss'u)*^ p, t) geht also über in 
ein relativ vollständiges System mod (p, t\ und aus diesem entsteht durch 
Überschiebung über das bekannte System zweier quadratischen Formen das 
absolut vollständige. Zur Bildung des relativ vollständigen Systems mod (p, t) 
haben wir, da nach Formel (23.) das System von s sich reduziert auf die 
Form 5, das relativ vollständige System mod (5, p, /) über s und Potenzen 
von s zu tiberschieben. Es wird sich zeigen, daß Potenzen von s nur mit 
System I in Faltung eingehen. 



Relation zwischen den drei Invarianten 9. Ordnung, unter Anwendung von Formel (10.) c 

(22.) ^ '^ 5 3 9 

24 V^ 5 4 

088)*= - ai^al,— ^^fl + -J't—^i\ 
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Als „höhere Formen" definieren wir unter den Formen gleicher 
Ordnung und gleichen Grades diejenigen, die aus höheren Formen des 
relativ vollständigen Systems mod (s^ (>, t) durch Faltung mit s hervor- 
gegangen sind, indem wir die Faltung mit s nur als Polarisation der ur- 
sprünglichen Formen betrachten. Dadurch ist die Anordnung der einzelnen 
Formen eindeutig bestimmt [vgl. § 1. Formenreihen 2)]. 

Es wird beispielsweise: 

{d^{eHu),s,uf höher als s^{{eHn)\s,uy), 
[e^{eHu)\s,it) höher als {e^{6Hu),s,u)\ 

Wir teilen das entstehende System in die vier Teilsysteme: 

System Sj : Entstanden durch Faltung von s und Potenzen von s mit 
System I. 

System s^^ : Entstanden durch Faltung von s mit System IL 

System Sjjji Entstanden durch Faltung von s mit den einzelnen Formen 
(ohne Produkte), von System III und mit Produkten von je 
einer Form von System I und II. 

System Sjyi Entstanden durch Faltung von s mit Produkten von je einer 
Form von System I und III, II und III, III und III. 

Bemerkt sei noch, daJß von jetzt an alle Formeln mod (p, t) zu ver- 
stehen sind, von Formel (27.) an mod ((>, ^, ^, J, höhere Formen), ohne AblQ 
dies jedesmal ausdrücklich angegeben wird. 

Zur Reduktion stellen wir die früher gewonnenen Formeln zusammen: 

4 1 "^ 

(24.) 3 1 , 



•) Der kürzeren Schreibart willen nehmen wir daa Glied der Überschiebung an 
Stelle der vollständigen Überschiebung [(0IIuy]'^8 als Form des Systems auf. Bei Auf- 
stellung von Formeln werden alle Überschiebungen durch ihre Anfangsglieder ersetzt; 
z.B.: (0^(dIIul8,uy durch e^(0EuXOsu)\ 
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5^ = 24-3 iJ, 

(24.) Z = 2 i-a', + 1 Kasiif - \ J.<?, 

ürt=0, g\ = 0. 

Folgerungen: 

sl^ s%{dsii)^ s\$^^ s\d^ sind Reduzenten. 

§ 18. System Sj. 
I'altang von ^ 

IrrediLzible Fonnen. 

5. Ordnung. 

{(isu)\ (asny^ (asK^] (asuy. 

6. Ordnung. 

(6su) {6su)' (Osuy (OsuY 

Sß, s 1^(0 Sil) s^(ßsuy s^(0suy 
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7. Ordnung. 

• (Ksuf (Ksuf (Ksu)* 

B) sj, 
A) «i St(Ksu) St(Ksuy St(Ksuy 

C) (Jsu), (JsuJ. 
sl • • , 

8. Ordnong. 

A) Sj{asv), Sj(asuy^ Sj(asuy, B) 

10. Ordimng. 



(Nsuy 



A) Sj(Jsu), B) s»{es'u)*. 
11. Ordnnog. 

(Ks'uf 

Reduktionen: 
Die Formenreihen 

haben den Redazenten s%{psu) znm Faktor, sJ and {Jsttf durch Zurück- 
gehen von y und ^ auf niedrigere Formen der Formenreihe: 



si{esti)(aeuy=-\s], 
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Formen s^s^, und ^4'- Reduzenten s%(0$u) und tf^ri 

sl s^, = 4 ^a' — 4 (ö^ «*^)7 44'=4^^' ö^^' —4^^' (ßs ^^)' 

Formenreihe Sj^JsuJi Reduzenten J^ und {Jsuy. 

Folgerungen: 

s tritt nicht in Potenzen in Faltung mit fjj\J^N ein. f^j\J^N 
treten nur in Produkten mit kontragredienten Formen in Faltung ein, die 
aber bei den Produkten mit / noch quadratisch in x, bei den Produkten 
mit J noch linear in x sein können; d. h. folgende Produkte von Formen 
sind zu betrachten: 

wobei (/i, l) eine Form fiten Grades in x^ Xten Grades in u bedeutet 

oder Ä" treten nicht in Potenzen oder Produkten mit beliebigen 

Formen in Faltung mit s oder s^ ein. 

Für Produkte mit der Funktionaldeterminante JfT, Z^-y,(y4=/ oder 0) 

gilt nämlich die Relation zwischen zerfallenden Formen: 

Das oben stehende Schema zur Faltung von System Sj ist somit 
bewiesen. 

§ 19. System Sj^. 

Faltung von s mit v] H\ L; H^. 
Irreduzible Formen: 

6. Ordnung. 8. Ordnung. 10. Ordnung. 12. Ordnung. 

s, (ßsu) (Hsuf . {Lsuf {Lsuf (H^su)\ 



ST} 



jt=./; 



Reduktionen: 

Formenreihen s^(Hsu) und s^^Lsu): Reduzent sl. 

2 
Formenreihe s^: Reduzent 4 aus H^sl = :^s^. 
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(iy^^w)* zerfällt ans Formel (7.)a. (vgl. §11: A). Daraus: Zerfallen 
von {H*L^s^uy. 

Folgerungen: 

s* tritt nicht in Faltung mit System II ein. 

y tritt nur in Produkten mit kontragredienten Formen, 

//^in Produkten mit Formen (l,;i), (2,;l), (3, i) (X beliebig), als 
Kovariante betrachtet, in Faltung ein. 

q und (yax) treten Oberhaupt nicht, L als Funktionaldeterjminante 
nicht in Produkten in Faltung ein (die vollen Überschiebungen über Ko- 
varianten von System III werden reduzibel). 

Als Produkte von System I und II bleiben: 

§ 20. Formen 7. Ordnung (System Sjj,). 

Faltung von s mit f^y^ a^^ a\. 
Irreduzibk Formen: 

s^(asu)^ ap(asu)^ Sy{asuf^ a^{(isuf^ Sy{asuyy a^^asny^ 
a^s^j a^&^(^asu)^ al(asu)^ a\{asuy. 

Reduktionen: 

Die selbstverständlichen, aus direkter Faltung mit den Reduzenten sl 
und s^{Hsu) hervorgehenden Reduktionen sollen nicht erwähnt werden, eben- 
so wenig das Zerfallen von Überschiebungen mit Funktionaldeterminanten. 

Form a^s^iflsuy und alsy(asuy: siehe Formel (19.), § 12; 

a,$^{asüy=ay{ayiV2uy(yiV2v)=0. 

Formenreihe als^: Reduzent ^(^^^0 durch Zurückgehen von al auf 
niedrigere Formen, d. h. durqh doppelte Reduktion der Ausdrücke sl{a0s){aOu\ 
8\{ads){aduy nach dem Ansatz: 

sliaOs) {aOu) ^[{aeuyy^- \ [a^{aeuyy+^ [al{aeuy]s = \ als, --^aX, 

s';,{ae8){aeuy^\[a^{aeiiy]';:is'+ ^ ' 

{alb,{abu)^0). 
10* 
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Es entatehen die Formeln: 

(25.) ^ ' 



(^yS^{asuf=0. 



Folgervngen: 

1) üyS^^asufj als^ sind Rednzenten. 

2) Es ergeben sich die Werte der in § 19 als rednzibel erkannten 
Formen {Jsuf^ {Jsuy; ebenso für die entsprechende Formenreihe {aguf^ die 
bei Faltung mit v durch den Reduzenten g^ Anlaß zur doppelten Reduk* 
tion gibt. 



(26.) 






Aas Formel (24.) nnd (26.), mod (i,J) (vgl. S. 71): 

2 4 3 

(27.) b) {aguy=2a,s,{asu)-al{asuf, 

c) {,affu)*=-al{asuy. 



§ 21. Formen 8. Ordnung (System Sj,^. 

Faltung von s mit den Formen 4. Ordnnng (System III). (§ 9). 
Irreduzible Formen: 



{9vxys, 

{{&vx\s,uf,{e^suy 

{(9vx)\s,u)\ (e,(&vx\s,u)\(f,8u) 



{{»VX),8,u)\ie,Su) 

{i9yx)\8,u)\e s, 
{(9vx)\s,u)s,,{e,(ßvx)\s,u) 
{{avx),s,u)*,(0,suf 
(6>,(J*v;c),*,tt)»,(<?J*«)' 
(<?J*u) 



{0,(_9rx),s,u)\ 
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Reduktionen: 

(j(&vx)yS^u)s^ zerfällt als Oberschiebang über Fonktionaldeterminanten 
nach § 3. 

Fonneiireibe ((&vx),Syuys^: Reduzent sl und s^ß,: 

(Produktsatz.) 

Formenreibe 0^s^{dsxC)\ Reduzent a^s^{asuf durch doppelte Reduk- 
tion der Ausdrücke: 

a^s^{asuy{abu) und a,s^{asuf{abu){sbuy^ 
6^s^{6suf durch doppelte Reduktion von {aguf{abii){bguf. 

Formenreihe 0^{ßyx)s^: Reduzent d^^s^ aas 6^{9vx)s^^a\{abu)s^. 

Formenreibe (d^{&vxf^s^u)\ Doppelte Reduktion der Formen der 
Formenreibe 0^{ßysiC)s^^ die zugleich den Formenreihen {{&vx)suy8^ and 
0^{&yx)s^ angehören. 

Form {ßy{&vx\$^u) zerfällt als einmalige Überschiebung über die 
Funktionaldeterminante 0^ {&vx) = al{abu). 

Form (9rxf^s^uy: doppelte Reduktion des Ausdrucks {aJuy{Jsuy 
oder auch von {Ogu)* aus den Formeln (27.) und analog der Reduktion 
von (jfixy (§12 0)). 

Durch doppelte Reduktion entstehen die Formeln: 

O=d^s,{6su)--^{»i^suy{0su)^^{Hsu), 
O=0,s {esuf~{§^su)\estLf-^[H8u)\ 
(28.) 0=(^>^5^^)^ö^^^)' + 2tf^(Ä5w)(<?^^^)H 30^051/)'- Jiy(5t/)', 

o=^e^Sy{esuy+^e^(ßvsu)(esuy, 

(entspricht (d^{&vxy^ s, uf ...). 
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Folgerungen: 

1) e(dvx)s^, (ßysu)(esu)s^, 0^(»ifsu)\ (^ai^sufiesny sind Re- 

dozenten. 

2) Die Formen vierter Ordnnng (5, i), (6,^) usw. treten nicht in 
Faltung mit s'^ ein, 

3) Für die Formenreihe (Oguy ergeben sich nach (27.) unter Be- 
rücksichtigung der Reduktionen dieses Paragraphen folgende 
Formeln: 

(290 c) (^0guy^20l(0suy~{Hsu)\ 

g»{0gu)=(d^su)(»vx)Sy-O^(9vx)(9vsu)y 
9»(i09uy==ls>0l, g»(09uy^\0l(esu), g9(0guy^O. 

§ 22. Formen neunter Ordnung (System Sjjj). 
Faltung von s mit den Formen fünfter Ordnung (System III) und dem 
Produkt ^v (§ 10). 

Irreduzible Formen: 



A) 



(kvxfs,, ((^kvxy^SfU) 



(kvxys. 



^ 



{(kvxy, s, uf 
{(kvxy^ s, u)s, , (Ä, (kvxy, 5, u) 



(KM' 
((Jcvxy^ Sy uj 



^ 



B) 
D) 



ijvx)\ s, u) 
(aHu)s^,(aM 



{(jvxy,s,uy 



« 



((fl//u), s, uy, ((aHuy, *, u) 

{aHuys^, (a^suy 

(a»,sw) 



C) s,(Jsu),(J,su), 



(aM^ M^Hu),s;;uy, (a^(aHuy^,s,u) 



(a^(aHu\s,uy. 
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Reduktionen: 

A) Die Redaktionen folgen direkt aus den Reduktionen von § 21 
durch einmalige Faltung. Die YotmtmeWi^ K^s^{Ksuf hat die Reduzenten 
a^s^(asuf und 6^Sy{dsuf zu Faktoren. Daraus Zerfollen der höheren 
Formell Kl(Jisuf^ El^Ksuf nach dem Ansatz: 

0==ayS^(a8v:)'^(a6u) = K^s^(^Ksuy==e^s^(esuy(aeu). 

B) Formenreihe (jvzys^: Reduzent als^ aus {.jvxy s^^^alSy^aOiif. 
{ijv^y^suy: Reduzent als^ aus {(jrxy^Syuf = — 6al$^{aduy(dsu). 

C) Formen Jy(Jsuy und s^^dsufi Reduzent fir^ aus Formel (27.)a. 

2 
Form dySy\ 1) Reduzent a\s^ aus a^als^^^-J^s^'^ 

2) zerfällt nach Formel (27.) a durch doppelte Reduktion des Aus- 
drucks {Jsvxf. 

Daraus: Zerfallen der höheren Form a^s^. 

D) Formenreihe (aHiiys^(asu): Reduzent a^s^^asuy durch doppelte 
Reduktion der Formenreihe [a^s^{asuf]ViX\ Reduktion von {aHufs^{asttf 
aus a^Sy^asuf und a^5^(a.9w)\ Daraus Reduktion von (a^.Syuy. 

Formenreihe a^(aHu)s^: Reduzent als^. a^^s^ durch doppelte Reduktion 
des Ausdrucks (^Jsvxf^ da afjS^ nicht aus dem reduziblen Glied alsy^ry^x) 
der Form a^(aHu)s^ durch Faltung entsteht. 

Formenreihe (aljSuy: Reduzent als^ aus als^s^^^—^alj^Hsuf. 

Form {a^(aHu)y 5, u) zerfällt als Überschiebung über eine Funktional- 
determinante. 

Es entstehen die Reduktionsformeln: 

a) = {aliuf (asu)s^ — a^{asu)(J{siCf — a^(aHu) (asit) {Hsii)^ 

b) = (a Huy {asuf s^ — a^ (a Hu) (asuf (Hsu)^ 

c) = a„ (asuf (Hsu^ , 
. (30.) ^ n^ ^K Ji 

= «^ (aHu) s^—^al (JJsu)^ = aj (Hsuf^ . .. = a^s^. 
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Folgerungen: 

1) (^V.'p/^o ^r^r» ^ri^suf nnd folglich N^(Nsu)\(aHuy(asu)s^^ 
a^(aHu)s^y a\(ßsuy sind Rednzenten; a^s^ ist zerfallende Form, die bei 
allen ein- and zweimaligen Faltangen in zerfallende Formen ttbergeht 

2) Die Formen 5. Ordnnng (5, A), (6, l) ubw. treten nicht in Faltung 
mit s^ ein. 



§ 23. Formen zehnter Ordnung (System Sjjj). 

Faltung von s mit den Formen sechster Ordnnng (System III). (§11). 
Irreduzible Formen: 



A) 



(ff'vxys. 



(9^vxys,s^,d,(jyvxys^, 



B) 



a,(jvx)s. 



{a^(jvx\s,uy 



{a,(jvx),s,uy 
{a\(Jvx),s,uy 



(a^(jvx),8,uy 
{al(jvx\s,uy, 



C) 



* 



(i»n^y,s,u) 



((&f)x),s,uy,(dHu)s^,(0^suy 



{(_0Hu), 8, uy, ((0Huy,s, u) 

{(»rix),s,uy,(e^suy 



{d^(aTixy,s,u) 

{{eHu), s, uy, {(6Huy, s, «)* 
(H,(dHu\s, uy, {e,(dHu), s, uy, {6^(eHuyj,u) 



^ 



((eHu),s,uy 

(e^suy,{e^(6Hu),s,ny 

(&>^(eHu),s,uy. 



Reduktionen: 

A) die Formell ((d'vxy,s,uy, ((dVx)»,*,«)' zerfallen: 

(&vx) (<^vsu) (^y«u) = (&yx).i^s^, —(&yx)s,s», <= —2 6'(&yx) s,s^+(&yx)-sl. 

Übrige Formen: entweder Rednzenten znm Faktor oder einmalige 
Faltung mit zerfallenden Formen. 

B) Rednzent als, and Q'rsu)s,. 
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C) 1. Formenreihe (0 Huf s^: a^ReAnzent (aHuf(asu)s^*^ b) doppelte 
Redaktion der Formenreihen (figufgy und gyiflgitf (bgiif {abn). 

Daraas Redaktion der höheren Formen (ß^siif^{H^(OHii)^s^xif and 
{a^'b^^s^tCf [letztere Form an Stelle von (Hf^su)*]. 

2. ((i^^^), 5, ^^)*: Redazent (a^su)*. 

3. ((ßrjxy^s^iiy: Redazent 4^^ aus (»^rjsifY (Hsk). 

Formen (ß'n^)^fn (^^^f ^n^ ((»^^^y? ^^ ^0^ ^i^n zerfallen durch 
Faltung mit der zerfallenden Form a^s^. 

4. Formenreihen H^(0llu)s^^ 0^(fiHu)s^^ II^(ßrix)s^^ ^vO^^^)^^- 
Reduzenten a^(aHu)s^ und a^^s^. 

Formenreihe (0^(^^rjx)^ s^ tif: Reduzent al^^IIsuy [mit Ausnahme 
von (0\(OHu)^s^uy^ das aus dem Glied a^^(bsii)(IIsn) durch Faltung 
entsteht]. 

5. (//i^(^i;a:), 5, ?/), (Il^^f^rjx)^ s^ vf: doppelte Reduktion von 
a^(aHv)s^(abu) und 9&{0gu)gy. 

Formenreihe (H^(&r]x)^s^uy: Reduzent {(^rx^^s^uy s^. 

6. (H^(OHu)jS^u) zerfällt durch einmalige Faltung mit der zer- 
fallenden Form (0y(S'vx)jS^u) nach §3. 2), c); d.h. durch doppelte Re- 
daktion der niedrigeren zerfallenden Form (Il^suy:*) 

= - i //^ iOlhi) (Osu) + e^ (ßsn) QIsu) + \ Ih {ßs u) {Ilsti) 



*) Das Zeichen = bedeutet, daß Produkte von Formen niedrigeren Grades aus- 
gelassen sind. 
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Durch doppelte Reduktion entstehen nach 1. and 5. die Formeln: 

= e,,{Osu) {Hsitf + j ir»{OHii) (Osuf- 1 <?, {0Hu) (Osu) (Hsii) 

- 1 <?, (OUuf (0su) - [asuy- b,, (JjHuy - a, {asuf- b\, 

^^^•) = 11» {OHu) {Osuy-l Ö, (0 Hu) {OsuJ (Hsu), 

= a,(as iiy 6,; {bsu)' - Ö, (0suf (Hs uf + 6 Ö, (Ö Hu) {Ostif (Hsu), 
0^{H»(dr]x), s, u), = H»(^frjsu) {Hsu)-^0\(^Hsu). 

Folgerungen: 

{H^(ßrix)^s^v)^ (ß,j{^rjx)^s^ti)'^ sind Redttzenten. 

2) 5' tritt nicht in Faltung mit den Formen (5, A) usw. 6. Ordnung. 

§ 24. Formell IL Ordnung {System Sjjj). 

Faltung von s mit den Formen 7. Ordnung (System III) (§ 12). 
Irreduzible Formen: 



A) 



{(Jci]x)\s,u) 



(K^(kTjxf,s,u) 
(iKHu)\s,uy 



(K.suf 



{{KHu^suf 



((KHu)\s,u)* 
{K^{KHu)\s,u)\ 



B) (O■'y•^),•s'0^ (//.««) I (OV),*,»y, C) {j,sn), 



D) 



{aLufsi^ (üiSiif 



{{aLn)\s,u)\ {(^aLn)\s,7t) 



((aLuf^s^uy 



1^0 et her y über die Bildung des Farmetisystews der teimären bi quadratischen Fomi. 83 

Reduktionen: 

A) Redaktion oder Zerfallen dnreh einmalige Faltung mit den ent- 
sprechenden Formen in Symbolen ö//. 

{K^(JKHu)\s,ti) und (K,.(KHy)\s,iiy: Zerfallen nach § 3. 2), a), 
durch Faltung mit K^^Ksu), Kl{Ksu)\ 

(^K^(KHu),s,uy=(al'0^^,s,uy: Zerfallen nach §3. 2), b), aus der 
zerfallenden Form K^ (Ksuy. 

B) Formenreihe (jrjx)s^: Reduzent {jv^ys^. 

Form Hj(jrisii)(IIsii): Reduzent {jvoc){jysuy. 
Form Hj(jrix)(IIsu): Zerfällt durch Reduktion der zerfallenden Form 
((yi?a:)^ 5, w)* durch den Reduzenten {jvxys^ (Formel (18.) a): 

o=--2(;V^)^.,.,,=[(y/?a:)^-,+/((y7?aO(/r..O. 

C) Reduzenten //^s^ und J^{/isuy. 

D) Reduktion und Zerfallen durch einmalige Faltung mit den ent- 
sprechenden Formen in Symbolen /•//. 

E) Aus (30.) c ergibt sich die Reduktion der zerfallenden Formen- 
reihe (jci^siCy: 

= a^ (Ilsuy (asrxy = a^ (Hsiiy (javriny + 2 «^ (ayrjii) (rrjSK) (JlsiCy = ^a„ {asxty^ 

O^a^Qy (Hsuy (asrx) (osk) = a^ (arriuy (Jlsuy (asu) + a^ (ayriu) (ytjsu) (Hsuy(asii) 

= ^a„(asiiy, 

Folgerung: 

s^ tritt nicht in Faltung mit den Formen 7. Ordnung ein. 



§ 25. Formen 12. ^ i3., 14.^ 15. Ordnung (System Sm). 

Faltung von s mit den Formen 8., 9., 10., 11. Ordnung (System III) 
(§ 13—16). 

Irreduzible Formen: 
12. Ordnung. 



^^ {(i&'ri^y,s,u) 



11* 
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{ieLu)\s,u)\{(eLu)\s,u) 






{(OLv)\s,uy 
{0,(eLu)\ s, uj. 



Reduktionen: Die durch direkte Faltung mit Reduzenten oder zer- 
fallenden Formen entstehenden Reduktionen sollen nicht mehr erwähnt 
werden. 

B) Zerfallen von ((aHu)Hj,s, u) und (a^(aHu)Hj,s,u) als Über- 
schiebung über Funktionaldeterminanten. 

Zerfallen von (a^(aHti)Hj, s, «)*: Doppelte Reduktion der zerfallenden 
Form [ö,.ö;>., (§13. C) 

= [e'^\ . 0,]ru, = - 1 ö, (dsu)\dd' u) 0',] 

= -^(ß'ris^i)(ee'u)(OHii){e'Hu)e[{dsiC)=-^a^QiHu)H^{asu)\ 

C) Aus den Formeln (31.) ergibt sich die Reduktion der zerfallenden 
Formen 

[ij> (<?!«)]-. und [6,(0Lv)]'r,.,A. h. der Produkte [Öj-Z/^. und [«J • (6Ä«)»]-.: 

Q=:ei(ßsu)\nsu), o=[Z,^(öZ,«)]-.-7[ö,(öiM)]ii., 

= al {asuy (b IhCf (bs m) + 6 ö, (0 L u)\esv) (Ls w), 
^ '^ = dl(dstt)(Hsuy aus O = e]{0Lu)(6su)(^Lsuy 

(Reduzent a*(^Ä«)*). 

Irreduzible Formen. 

13. Ordnung. 

A) {(,KLu)\ s, uj; ((KLuf, s, uf, 

B) (A s M)^ 

C) (iaH'uf,s,uf. 

14. Ordnung. 

A) {(aLuyL„s,u)\ 

B) (iOH''uy,s,u)\ 
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15, Ordnung. 

(iKWu)\s,u)\ 

Reduktionen: Zerfallen von (Kt(KLuy,s,uyj {H^(ßWiCf^s,u)^ 
((Ky H-L^uy^Sju) nach § 3. 2), c); d. h. unter gleichzeitiger Be- 
trachtung der zerfallenden Formen {Ki{KLiif, s^ uf^ (//^(ö//'w)^ 5, w)^ 
{{K,H>L,u)\s,uf. , 

Folgerung: s^ tritt nicht mit einzelnen Formen von System III in 
Faltung ein. 

§ 26. System Sjy. 

1) Faltung von s mit System I • III. 

Reduktionen: Nach den Reduktionen der letzten Paragraphen 
{ci\Sy^(aHu)^{(:isu)s^ usw.) lassen die Formen (0,^), (1,^), (2, A) nicht die 
Faltungen I und III gleichzeitig zu; /*, ^, iV^ tritt also nach § 18, zur Bildung 
von System Sjy^ nicht in Produkten in Faltung ein. 

j tritt nicht in Faltung ein, da nach den gleichen Reduktionen den 
zu j kontragredienten Faltungen 

(^Ky{kvxf^s^u)^ {{p^^rixf^s^u) usw. 
die zu j kogredienten Faltungen entsprechen: 

Ky^krxfsj^j (d'Tjxfs^ usw. 

2) Faltung von s mit System II-III 
d. h. von s mit //• (1, A), //• (2, A), //• (3, l). 

Irreduzible Formen: 

{a,'H, s, u)\ {(aHttf'H, s, u)\ {(aHuf-H, s, u)\ 

^ {{aLu)'^H,s,u)% {{aLuf'H.s.uy, {(aIPuy'II,s,u)\ 

B) {al'H, s, u)\ (a, {aHuf-H, s, u)\ (a,(aLuy^H, s, u)\ 
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((dLuf-H,s,u)% {{dLuf-H,s,u)\ ((eH^uy-H,s,u)\ 

D) (d^{pHn)^-H, s, u)\ {e,{eLr,)*.H, s, u)\ 

E) {(KLuy-H,s,n)\ {(KH'uy-H,s,u)\ 

f 

((;Va:)^//,.,«)^ ({jvxy.H,s,u)\ {0'vxyH,s,u)% iH.H,s,uf, 
(LyH,s,uy. 

Reduktionen: v tritt analog wie j nicht in Faltang ein. 
B) und D). {al.H, s, u)* mid (f^-H, s, u)* zerfallen ans Formel (27.)c) 
und (29.) c) unter Berücksichtigung von {(/Huy=—^s-a: 

daraus Zerfallen von (o,(a/A<)-//,5, m)*, {O^(0Hu)'H,s,uy. 

(ßX ' H, s, uy, (öj . H, s, uy und daraus (ö* (OHu) ■ //, s, ti)* 
zerfallen nach § 2ö, Formen 12. Ordnung C). 

3) Faltung von s mit System III • III, 
d.h. von« mit Formen von System III : (3,i)-(3,Ä), (3,i)-C2,Ä), (3,i).(l,A), 

(2,i).(2,A), (2,i).(l,A), 
(1,Ä).C1,A). 

Irreduzible Formen : 

A) (rt^-o^, *,«)', (a*-a%*, m)*, {a\-a^(aHuy^s^uy. 

(a, . H,, s, uy, ((a //«)' . H,, s, M)^ ((alt/)' • //,, s, uy, 
{(aLuy-II^,s,uy, {{aH'uy'Hj,s,uy. 
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Reduktionen: 

Produkte II- III sollen, bei gleicher Ordnung in Symbolen y und /, 
als höher gelten wie Produkte III- III. 

Die Reduktionen entstehen zum Teil durch Relationen zwischen 
Produkten (Syzygien), zum Teil durch Ersetzen der Produkte durch die 
entsprechenden zerfallenden Formen und Reduktion der Faltung dieser 
Formen mit s. (Produkte, die Kontra Varianten enthalten, sind stets aus- 
gelassen, da sie in Produkte übergehen.) 

A) f quadratisch, Symbole r in beliebiger Ordnung. 

Nach § 11, Formeln (12.) und durch analoge Rechnung gilt: 

1) = a,.6,. + |/•.(«^u)'-JÖ-Z^-f-i«.//*-J-«^^^, 

2) = a,-bl^ + f.a^(aHuf-e^-^H^, 

3) = al-bl-fn + 2d\. 

Daraus folgt; 

4) = al.bl,(jy^^) (aus 3)), 

5) L»(0Ln) = -a,'b^(bHuf + lal-(bIIuy+l0l'n (aus 2)), 

6) L»(dLu) = -6a,-b.,(bHuy + 2al'(ibHuy-^ei-Il (aus 1)), 

7) = a,-(bHuy + f'(aLuy + d,-H (aus 1)), 



8) = a^ - {bLuf + 1 (dlluf . H 



(aus 7)), 



9) O=-(aHuy-ibIInf-\-2{0Huy-II 

10) O^a^iaH^iy'b^^blhcf (aus 5) und 6)), 

11) = [rtt-Ä,(Ä//?z)]-. (aus Formel (30.) b)). 
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Die Reduktionen von 

iH^su)\ (L^{0Lu),s,it)\ {L^{OLu\s,uy 

(Formeln (31.) und (32.)) geben zusammen mit den Formeln 1) bis 11) die 
Reduktion aller Faltungen von s mit Produkten, die in den Symbolen f qua- 
dratisch, V beliebig sind. 

B) Produkte von je zwei der Symbole /,ö,y; v in beliebiger Ordnung. 

Nach den Formeln (17.), (18.), (20.) und durch direkte Rechnung 
gelten die Relationen: 



1) = a,.ö,^ + lö.(a/f^^)H^/•.(ö//^/)^ 



(direkte Rechnung 
analog A 1)). 



(aus 1) und A 6)), 



2) = Ö,.ö,^ + Jö.(ö//t.)^ 

Daraus folgt: 

3) Q^%a,'{eHuf + e^{aLiiy + 2f'{0Lrif 

> 

4) = 3 ö, . (ö Huf + f' {OL uf + 26' {aLuf 

5) = a,-(ßLiif, = d,-(aLuy, 0=(aHuf-{6Hity (aus 3), 4) und A 8)), 

6) O = a,'0i + d,'al + f'0^(eiiriy + e'a^{aIIuy (Formel (17.)), 

7^ 0-ß fPMß ß rßH.A'M^ f ff [analoge Ableitung wie von 6) 

Daraus folgt: 

8) = a,.(;Var)H/-./f, (aus 6)), 

9) = (aHuy'{jvxy-2a,-Hj (aus 8)), 

10) = e,' {jt'x)\ = Ö . /^. (aus 7) und 8)), 



11) = a,.^-J(;V)' 

12) = a^<^,-i(;V)'-i(^Ä^.)'J 



. (Formel (18.)), 
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13) = al'ei~!^a, (Formel (20.)), 

14) O^ö^.öi, O^a^Hj (§ 13. 0). 

Die Formeln sind so weit geführt, bis die Produkte polarisierbar werden; 
d. h. daß durch Faltung nur ein neues Produkt entsteht dadurch, daß 

a) die Faltung des Produktes in sich reduzibel wird, 

b) die übrigen durch Faltung entstehenden Produkte reduzibel werden 
oder auf Kontra Varianten führen (vgl. § 3. 2), a) und b)). 

Formeln 1) bis 5) geben die Keduktion aller Faltungen von s mit 
Produkten, die aus dy-O^ durch F^altung entstehen, 

F^ormeln 6) bis 10) die Reduktion derjenigen Produkte, die aus 
a^'Ol durch Faltung entstehen. 

Nach § 24 A) zerfallen, unter Berücksichtigung von Formeln 6) bis 
10), die Faltungen von s mit Produkten, die aus (fl-Oy entstehen. 

Es wird: 

= al (asu)' 6,^ (0sii)\ = al (asu) 0,^ (Os ?/)' - A; (KIIu)' (Ks h)\ 
= al (a s uy ö,, (ö.^ ?/), = al (as ?0 0,^ (Os u)\ 
= al(astf)0,XO^^f)' 

Die Reduzenten: 

((jV^^')\^y'fO' [aus (f>ris7y{nsv). §23. C 3)], 
mpi^), .S ^0^ [§ 24, B], ((.y//^0^ '^. ^0' [§ 24, C], 
{a^svy [§24, E] 

geben zusammen mit den Formeln 11) bis 14) die Reduktion aller aus 
a^'Ol^^ al'Ol^^ al'Ol^' entstehenden Produkte. 

Unsere bisherigen Rechnungen lassen sich zusammenfassen in der 

Schlußfolgerung : 

Das relativ vollständige System mod (p, besteht aus folgenden 
331 Formen und Teilsystemen, die wir anschließend auch tabellarisch ge- 
ordnet wiedergeben: 
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u^ 1 Form 

System I 6 Formen 

System II 5 Formen 

System III 117 Formen 



Relativ vollständiges System mod (5, p, t) 
[s. Tabelle I]. 



System Sj 
System Sjj 
System Sjjf 
System Sjy 



1 Form 

35 Formen 

9 Formen 

125 Formen 

32 Formen 



[s. Tabelle 11]. 
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Über die Klassenzahlen ^6^/scher Zahlkörper. 

Von Herrn Ph. Furtwängler in Aachen. 



E. E. Kummer*) hat die Richtigkeit des folgenden Satzes behauptet: 
Sind k und K zwei Unterkörper des Körpers der m-ten Einheitswurzeln, 
wo m eine ungerade Primzahl bedeutet, und ist k m K enthalten, so ist 
auch die Klassenzahl von k ein Teiler der Klassenzahl von K. Der von 
Kummer fttr diesen Satz versuchte Beweis ist nicht stichhaltig, wie bereits 
Herr D. Hubert**) bemerkt hat. Der Satz ist aber, wie im folgenden 
gezeigt werden soll, in der Tat richtig und läßt sich auch auf den Fall 
ausdehnen, da£ m eine Potenz einer Primzahl ist. 

Es seien also k und K zwei Unterkörper des Körpers der m-ten 
Einheitswurzeln, wo m eine Potenz einer Primzahl bedeutet, und A, H seien 
bzw. die Klassenzahlen von k^ K. Für die Definition der Klassenzahl soll 
der schärfere Äquivalenzbegriff zugrunde gelegt werden, nach dem zwei 
Ideale nur dann äquivalent heißen, wenn ihr Quotient als total positive 
Körperzahl darstellbar ist. Selbstverständlich kann das nur auf die in h 
und H aufgehenden Potenzen von zwei einen Einfluß haben. Es ist nun 
nachzuweisen, daß unter den angegebenen Voraussetzungen h ein Teiler 
von H ist 

Es sei zu diesem Zwecke p eine beliebige Primzahl und es seien p"^ 
bzw. p^ die höchsten Potenzen von p, die in A, bzw. H aufgehen. Es ist 



*) Dieses Journal Bd. 40 (1850), S. 114. 

**) Bericht über die Theorie der algebr. Zahlkörper, S. 378. Kummer macht 
die anrichtige Annahme, daß zwei nicht äquivalente Ideale des Unterkörpers auch im 
Oberkörper nicht äquivalent seien. 
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dann zu zeigen, daß a stets kleiner oder höchstens gleich A ist. Wir unter- 
scheiden bei diesem Nachweise zwei Fälle, je nachdem der Kelativgrad von 
K in bezug auf ^, der mit g bezeichnet sei, zu p relativ prim ist oder nicht. 
Ist der Relativgrad g zu p relativ prim und sollte die Klassenzahl 
von k durch eine höhere Potenz von p teilbar sein als die von Ä, so 
müßte es ein Ideal / in k geben, das in k den Bedingungen 

jfj^ 1, /^ 1 in Ä; 

genügt und das in K in die Hauptklasse übergeht. Aus 

j(^ 1 in Ä' 

würde dann durch Bildung der Kelativnorm in bezug auf k folgen: 

f ^ 1 in k. 

Daraus würde sich aber in Verbindung mit der Äquivalenz /^l in k^ da g 
und p relativ prim sind, ergeben, daß j in k selbst in der Hauptklasse liegen 
müßte, was unserer obigen Annahme widerspricht. Es kann daher in dem 
vorliegenden Falle die Klassenzahl von k nicht durch eine höhere Potenz 
von p teilbar sein als diejenige von K. 

Es sei zweitens der Kelativgrad g durch p teilbar. Wir wollen 
zeigen, daß auch in diesem Falle die Annahme, daß p'^'^p^ sei, zu einem 
Widerspruch führt, wozu die Theorie des Klassenköiyei's herangezogen 
werden muß. Die Körper k und X sind Ai^/sche Körper; es läßt sich 
daher K dadurch erzeugen, daß man sukzessive zu k Körper adjungiert, 
von denen jeder in bezug auf den vorhergehenden relativ zyklisch von 
Primzahlrelativgrad ist Da nun bei der Adjunktion eines Körpers, dessen 
Kelativgrad in bezug auf den vorhergehenden zu p prim ist, die Klassen- 
zahl, wie oben gezeigt ist, keinen Faktor p verlieren kann, so müßte es 
bei unserer Annahme zwischen k und K zwei Körper k' und K' mit folgenden 
Eigenschaften geben: K ist relativ zyklisch vom Relativgrad jt> in bezug auf 
k\ und sind bzw. p""' und p^' die höchsten Potenzen von jo, die in den 
Klassenzahlen von k' und K bzw. aufgehen, so ist a >> A\ Es müßte also 
bei dem Übergange von k' nach A"* die Klassenzahl mindestens einen Faktor 
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p verlieren. Das ist unmöglich, wie jetzt nachgewiesen werden soll. Ist 
die Klassenzahl von k' durch p*"^ teilbar, so gibt es in bezug auf k' einen 
anverzweigten relativ Abehchen Körper vom Kelativgrad ^'''*). Dieser ist 
auch in bezug auf K* un verzweigt; und zwar ist er in bezug auf K' ent- 
weder vom Relativgrad jp"*' oderp''""\ Das letztere kann nur dann eintreten, 
wenn K* selbst in bezug auf k' un verzweigt ist Existierte nun in bezug 
auf K' ein unverzweigter relativ Abehchev Körper vom Relativgrad jf^ so 
müßte die Klassenzahl von IC mindestens durch jt^*" teilbar sein**); es könnte 
also die Klassenzahl bei dem Übergange von k' nach K' keinen Faktor p 
verlieren. Es bliebe daher nur die Möglichkeit, daß K' selbst in bezug auf 
k* unverzweigt wäre. Das kann aber auch nicht sein; denn k' und K' sind 
beide Unterkörper des Körpers der m-ten Einheitswurzeln A:^, und ein solcher 
Körper besitzt, wenn m eine Potenz einer Primzahl ist, keine zwei Unter- 
körper, von denen der eine unverzweigt in bezug auf den andern ist. Ist 
nämlich m = /*, wo / eine Primzahl bedeutet, so wird / in k^ die Z*~* (/— l)-te 
Potenz eines Primideals 2***). Da der Grad des Körpers k^ ebenfall 
gleich /*""^(/— 1) ist, so geht 2 in der Relativdiskriminante irgendeines 
Unterkörpers von k„, in bezug auf einen anderen Unterkörper auf, und es 
ist daher keine Unverzweigtheit möglich. 

Hiermit ist die Richtigkeit unserer Behauptung allgemein nach- 
gewiesen, die wir im folgenden Satz noch einmal formulieren: 

Satz. Si7id k und K zwei Unterkörpe?' des Körpers der m-teii Ein- 
hettswurzelrij wo m eine Potenz einer Primzahl bedeutet, und ist k in K ent- 
halten, so ist die Klassenzahl von k ein Teiler der Klassenzahl von K. Für 
die Definition der Klassenzahl gilt der schärfere Äquivalenzbegriff, nach dem 
zwei Ideale dann äquivalent heißen, wenn ihr Quotient als total positive 
Körperzahl darstellbar ist. 

Der Satz bleibt nicht mehr allgemein richtig, wenn m durch ver- 
schiedene Primzahlen teilbar ist, wie ein einfaches Beispiel zeigt. Wäre 
er richtig, wie auch m beschaffen sei, so würde er, da jeder i46^/sche Körper 



*) Vgl. den allgemeineo Beweis für die Existenz des Klassenkörpers, den ich in 
drei Mitteilungen erbracht habe, die in den Gott. Nachr. 1903 und 1904 erschienen sind. 
**) Vgl. PK, FuHwängler^ Eine charakteristische Eigenschaft des Klassenkörpers, 
1. und 2. Mitteilung, Gott. Nachr. 1906 und 1907. 

***) Vgl. D, Hubert, Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkörper, S. 331, 
Satz 120. 

13* 
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ein Kreiskörper ist, für zwei beliebige Abehche Körper k und TT, von denen 
der erste im zweiten enthalten ist, gelten. Man kann aber leicht zwei 
solche Körper angeben, für die er nicht gilt. Wir nehmen für k den qua- 
dratischen Körper (V^^) und für K den Körper (V^^, V^^). Die Klassen- 
zahl von (V^^) ist durch 2 teilbar, die Klassenzahl von (j/^^, V^^) ist 
dagegen ungerade. Unser Satz gilt also für diese beiden Körper nicht, 
obwohl beide Unterkörper des Körpers der 20. Einheitswurzeln sind. Es 
liegt dies daran, daß der Körper (V^^, y^^)j der der Klassenkörper von 
(j/_5) ist, unverzweigt in bezug auf (V^^) ist 
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Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. 

Von Herrn Oskar Perron in Mönchen. 
(Mit 4 TextfigureD.) 



V on den Sätzen, welche ich im folgenden beweise, sind die meisten 
insofern nicht neu, als sie schon mehrfach aasgesprochen worden sind; in- 
dessen genügen die bis jetzt gegebenen Beweise keineswegs den Forde- 
rangen mathematischer Strenge. Es handelt sich dabei vor allem um den 
in der analytischen Zahlentheörie häufig angewandten Satz, daJB eine 
Funktion, wenn überhaupt, jedenfalls nur auf eine Weise in eine Dtrichlet^che 
Reihe entwickelt werden kann. Indem ich diesen Satz streng beweise, und 
zwar in einer erheblich schärferen Fassung, ergibt sich zugleich eine be- 
merkenswerte notwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine Funktion überhaupt durch eine Dirichlet^che Reihe darstellbar ist. 
Weiter handelt es sich um eine Reihe von Formeln, welche sich mit un- 
zureichendem Beweise bereits in der großen Arbeit des Herrn Cahen finden, 
die zum erstenmal die Grundlagen der Dirichletschen Reihen als Funktionen 
komplexen Arguments mit Erfolg behandelt.*) Auf die empfindlichen 
Lücken der Cahenschen Beweisführung ist schon mehrfach in der Literatur 
hingewiesen worden, so erst jüngst wieder von Herrn Landau^\ ohne da£ 
es bis jetzt gelungen wäre, sie zu beseitigen. Durch meine Untersuchungen 
werden nun die CaAmschen Resultate im allgemeinen bestätigt, zum Teil 
aber auch als unrichtig nachgewiesen. 



*) Sur la fonction £(«) de Riemann et sur des fonctions analogues. Annales 
de l'ecole normale, 3. serie, tome 11 (1894). 

**) Über die Multiplikation ZHWcÄfetecher Reihen. Rendiconti del circolo mate- 
matico di Palermo, tomo 24 (1907). 
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§ 1. 

Unter einer Z)^r^cÄfeft^chen Reihe verstehe ich, wie heute allgemein 
üblich, jede Reihe der Form 

(1.) f{z)^ £ c,e''^\ 

n = l 

Dabei ist z eine komplexe Variable; ebenso sind die Koeffizienten c„ im all- 
gemeinen komplex, während die Exponenten l^ reell sind und — von po- 
sitiven oder auch negativen Werten beginnend — monoton ins Unendliche 
wachsen: 

^i<^2<^3<"'* ; limÄ, = oo. 

Wie Herr Cahen a. a. 0. bewiesen hat, ist das Konvergenzgebiet einer 
Z)^Wc/i/efechen Reihe eine Halbebene, welche von einer zur imaginären Achse 
parallelen Geraden, der Konvergenzgeraden, links begrenzt wird. Die 
Konvergenzgerade kann auch links oder rechts ins Unendliche fallen, in 
welchen Fällen dann die Reihe überall bzw. nirgends konvergiert. Die 
Konvergenz ist im allgemeinen keine absolute, so daß die Reihenfolge der 
Glieder durchaus festgehalten werden muß. Dagegen konvergiert die Reihe 
gleichmäßig in jedem Gebiet, welches ganz im endlichen liegt und der 
Konvergenzgeraden nicht beliebig nahe kommt; sie stellt daher eine im 
Innern ihres Konvergenzgebietes überall reguläre analytische Funktion dar, 
die wir durch f{z) bezeichnen. 

Zur Behandlung der Di7ichletBc\ien Reihen bedient man sich mit 
Vorteil der sogenannten partiellen Summation. Es sei 'Q ein Wert, für welchen 
die Reihe konvergiert; setzt man dann 






(2.) ic,e-^f=(::^, c„=o, 



80 bleiben alle Zahlen \C„\ anter einer von j^^ unabhängigen Schranke: 

(3.) \CA<,C. 
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Ferner ist 



2: c\e^^^'' = 2: c^e-^^^-e-^n^'-C) 

n«l 11 = 1 



«=31 



Bezeichnet man aUo, wie üblich, den reellen Teil einer Zahl z mit fR(z), 
80 folgt hieraas, wenn 9l(«)>'9l© vorausgesetzt wird: 

(4.) /•(^)= iC,(e-'-('-^">-^-^'.-ft<'-f>) (9l(^)>0l(O). 

Diese neue Reihe fQr f(z) konvergiert absolut; außerdem bemerke ich aus- 
drücklich, da ich sie später gliedweise integrieren werde, daß auch sie' in 
jedem endlichen Gebiet, welches rechts von der Geraden dt(z) = fSi (^) liegt 
und dieser nicht beliebig nahe kommt, gleichmäßig konvergiert. Diese Tat- 
sachen folgen zwar ohne weiteres aus den Untersuchungen des Herrn 
Cahen-^ indes will ich sie doch besonders beweisen, indem ich mich hier, 
wie auch später, zur Abschätzung der Glieder der Reihe (4.) einer Formel 
bediene, die zu diesem Zwecke etwas bequemer ist als die des Herrn Cahen. 
Es gilt nämlich die Ungleichung: 

Diese kann leicht dadurch verifiziert werden, daß man s = x + iy einsetzt 
und beide Seiten ausrechnet; sie ergibt sich aber auch direkt mit Hilfe der 
Integralrechnung : 

= \s\ J "^'e-'«Wrf^= -ÄyC^'"'""^'' _e-'-+i«(0). 
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Aus der hiermit bewiesenen Ungleichung (5.) ergibt sich nan ohne 
weiteres die absolute Konvergenz der Reihe (4.), und fQr den Rest dieser 
Reihe erhält man die Abschätzung: 

n=.v+i '1= n=».v+i 5K|e— gl ^ ^ 

woraus sofort die gleichmäßige Konvergenz flir jedes Gebiet |^— C|<Ä, 
0l(z— ^)>(y hervorgeht. 

§2. 

Einer der wichtigsten Sätze aus der Theorie der ZXncAfe/schen Reihen 
ist der, daU zwei verschiedene Dirichletsche Reihen nicht die gleiche ana- 
lytische Funktion darstellen können, oder was dasselbe sagt, daß eine 
Funktion sich, wenn überhaupt, doch jedenfalls nur auf eine Weise in eine 
Dtrichlet^che Reihe entwickeln läßt. Da die Differenz von zwei Dtrichletschen 
Reihen sich offenbar wieder als Dtrichletsche Reihe schreiben läßt, so kann 
dieser Satz auch so ausgesprochen werden: 

Wetm eine Dirichletsche Reihe für alle Werte von z, deren reeller Teil 
eine gewisse Zahl übertrifft^ verschwindet^ so sind alle ihre Koeffizienten 
gleich Null. 

Bevor ich den Beweis dieses Satzes in Angriff nehme, will ich zu- 
nächst über die bisher gegebenen Scheinbeweise einiges vorausschicken. 
Da diese sich vielfach auf reelle Werte der Vfiriabeln z beschränken, so 
wollen sie sogar den folgenden sehr viel mehr aussagenden Satz stützen: 

Wenn eine Dirichletsche Reihe flir alle reellen Werte von Zj die eine 
gewisse Zahl übertreffen, verschwindet, so sind ihre sämtlichen Koeffizienten 
gleich Null. 

Herr de la Vallee Poussin verzichtet in seiner Arbeit „Sur la fonction 
^ (s) de Riemann et le nombre des nombres premiers inf^rieurs ä une limite 
donn^e''*) auf einen ausführlichen Beweis unseres Satzes und begnügt sich 
auf S. 65 lediglich mit dem Hinweis ,,que des exponentielles diff^rentes ne 



*) Memoires couronnes et autres memoires publies par TAcademie royale de 
Belgique, tome 59 (1899). 
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soDt pas da meme ordre de grandear poar s infini^^ Dies kann jedoch jeden- 
falls nur besagen, daß 

ist. Aber daraus folgt über die Größenordnung des Restes der anendlichen Reihe 
gar nichts, and man kann sogar behaupten, dafi es ganz and gar anmöglich ist, 
aaf die angeführte Tatsache allein einen Beweis des in Rede stehenden 
Satzes za gründen. In gleicher Weise würde sich nämlich aach ein gleich 
zn erwähnender allgemeinerer Satz von Kronecker beweisen lassen, den ich 
tatsächlich als anrichtig nachweisen werde. 

Einen aasführlicheren Beweis gibt Herr Bachmann*). Bei diesem 
kommt es wesentlich daranf an, zn zeigen, daß eine Dtrtchlel&Ghe Reihe, 
deren erster Exponent li=aO ist, mit wachsendem z sich anbegrenzt dem 
Wert ihres Anfangsgliedes nähert In der Tat konvergieren offenbar die 
folgenden Glieder, da ihre Exponenten l^ alle positiv sind, jedes fttr sich 
gegen NalL Da£ aber aach ihre anendliche Samme gegen Nall konvergiert, 
erschließt Herr Bachmann aaf folgende Weise. Er beweist zunächst ganz 
richtig aaf Grand der gleichmäßigen Konvergenz die Stetigkeit einer 
/J/ncA/e^chen Reihe für jeden endlichen Argamentwert; dann aber heißt es 
S. 62: „Man erhält daher (nämlich wegen der Stetigkeit) den Grenzwert der 
Reihe für einen beliebig großen Wert von ^, indem man in ihren einzelnen 
Gliedern z diesen Wert annehmen läßt, wodurch aber, wenn z unendlich 
groß gewählt wird, die Reihe sich auf ihr Anfangsglied reduziert}^ Die 
kursiv gedruckten Schlußworte enthalten aber eine offenbare petitio principii, 
zu deren Beseitigung die Stetigkeit fttr jeden endlichen Argumentwert ab- 
solut nichts beiträgt Hätte Herr Bachmann statt dessen die von ihm tat- 
sächlich bewiesene gleichmäßige Konvergenz für das ganze unendliche Gebiet 
z>t herangezogen, so hätte er leicht zu einem einwandfreien Beweis 
gelangen können, ohne die Stetigkeit zu benutzen, die für diese Frage ganz 
unerheblich ist 

Einen anderen ebenso anfechtbaren Beweis unseres Satzes hat Kronecker 
gegeben**). Er beschränkt sich dabei auf Reihen der Form 



*) Die analytische Zahlentheorie, Leipzig 1894. 

**) Vorlesungen über Zahlentheorie, I. Bd. Herausgegeben von Hensel, Leipzig 1901. 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2, 14 
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OD ,, 

setzt also ^„=logn, and setzt außerdem nicht bloß z^ sondern auch die 
Koeffizienten e„ als reell voraus. Alsdann erscheint der Satz als Spezial- 
fall des folgenden von Kronecker a. a. 0. S. 261 behaupteten allgemeineren 
(aber unrichtigen) Satzes: 

„Es sei 

eine Reihe, in welcher die Koeffizienten ^o?^!?-- reelle Konstanten, die 
Multiplikatoren ^(-), /\(z)^ ... reelle Funktionen von z sind, und welche 
die folgenden Eigenschaften besitzen soll: 

1. Sie konvergiert unbedingt innerhalb eines Bereiches c > a der 
Variabein z*). 

2. Alle Multiplikatoren ^(-), /l (^), . . besitzen innerhalb dieses 
Bereiches positive Werte. 

f (z) 

3. Der Quotient ^ \\ zweier aufeinander folgenden Multiplikatoren 

wird mit wachsendem c unendlich klein. 

4. Der Anfangskoeffizient Co ist von Null verschieden. 

Dann kann F(z) nicht identisch verschwinden, hat vielmehr für ge- 
nügend große Werte von z das Vorzeichen des Anfangsgliedes (-ufoizy^. 

Der Beweis, den Kronecker für diesen Satz gibt, weist indes den 
Fehler auf, daß aus der aus der obigen Bedingung 3. hervorgehenden Beziehung 

lim5*V^ = (---2.3,...ao) 

c = oo/;(^) 

f (z) 
gefolgert wird, man könne z so groß wählen, daß der Quotient 'jy~ für 

jedes n unter eine gegebene Größe herabsinkt, während doch in Wahrheit 
für jedes einzelne n ein besonderes z erforderlich ist, und diese unendlich 
vielen z -Werte brauchen keine endliche obere Schranke zu haben. Bei 



*) Man beachte hierbei, daß die speziellen DtWcÄfefechen Reihen ^----^ wenn 

sie Dicht überall divergieren, bekanntlich stets auch ein Gebiet (Halbebene) unbedingter 
Konvergenz haben. 
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den Dirichletschen Reihen (f„(z)^-7- ,r-) ist eine solche Schranke aller- 

dings vorhanden, ebenso bei den anderen speziellen Fällen, welche Kronecker 
angibt. Aber eine notwendige Folge der obigen Bedingungen 1. bis 4. ist 
das nicht. 

Der Umstand nun, daß einerseits der K7'07ieckerÄchG Satz in vielen 
Spezialfällen sicher richtig ist, andererseits aber der von Kronecker gegebene 
Beweis für den allgemeinen Satz nicht ausreicht, legt die Frage nahe, ob 
der Beweis vielleicht einer Verbesserung fähig ist, oder ob etwa der Satz 
in seiner Allgemeinheit gar nicht richtig ist. Meine diesbezüglichen Be- 
mühungen führten mich zu dem Resultat, daß der Satz tatsächlich falsch 
ist. Das folgende einfache Beispiel, bei welchem die Funktionen f^{z) über- 
dies auch stetig sind, soll dies dartun. 

Wir beschränken die Variable z auf positive Werte, wählen also in 
der Formulierung des Satzes bei Bedingung 1. « = oder (i>Q. Dann 
setzen wir: 

j,.^ \-i\SiV z<in^^ 
^''-'^''^ y'-i{\vz>n\ 

Dadurch sind bereits alle Funktionen f^{z) definiert, bis auf die erste ^(^). 
Offenbar sind auch die Bedingungen 2., 3. des Kronecker^aYudn Satzes 
erfüllt, soweit sie sich nicht auf fu{z) beziehen. Ich behaupte nun, die un- 
endliche Reihe 

w= 1 

konvergiert für alle positiven ^, und außerdem ist 

lim (p(z) = oc. 

Nehmen wir diese zwei Tatsachen einmal vorläufig als erwiesen an, 
so definieren wir die Funktion f^^{z) durch die Gleichung 
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wodurch jedenfalls auch die auf ^ {z) bezüglichen Bedingungen 2. und 3. 
erfüllt werden. Die unendliche Reihe 

ist dann eine von der Art, wie es im Kro7ieckerBchen Satz verlangt wird; 

sie konvergiert absolut, und der Koeffizient von ^ (z) ist nicht Null. Trotzdem 

ist gemäß unserer Definition von ^(^) identisch F(z) = 0^ was nicht sein 

könnte, wenn der Satz von Kronecker richtig wäre. 

Um nun die oben benutzten Tatsachen über die Reihe (p (z) noch 

nachträglich zu beweisen, sei z irgend ein konstanter, wenn auch beliebig 

/ (z) 
großer, positiver Wert Der Quotient /''^/. wird dann nach der De- 

fiuition für hinreichend große Werte von n jedenfalls kleiner als 1, ja sogar 
ganz beliebig klein. Hieraus folgt aber nach dem G/i^c%schen Kriterium, 
daß die Reihe £ /, (z) konvergiert, und zwar absolut, weil ihre Terme 

schon alle positiv sind. Es bleibt nun noch zu zeigen, daß diese Reihe 
mit z unbegrenzt wächst 

Zu dem Ende wählen wir z sehr groß und bezeichnen mit / — 1 die 
grüßte in \z enthaltene ganze Zahl. Es ist dann 

(jc-\y^z<:k\ 

und mit z zugleich wächst auch k ins Unendliche. Außerdem ist offenbar: 

9>(^)=i:/n(^)>A-i(^)i , 

weil die Reihe lauter positive Glieder hat. Nan ist aber nach der De- 
finition für (/: -!)*<: 5 <F: 
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woraus durch Multiplikation folgt: 

Also a fortiori und unter Benutzung der SttrltngKhen Formel: 

Da aber mit ^ zugleich auch k ins Unendliche wächst, so folgt, wie 
behauptet, lim (p(z) =00. Damit ist nun der Satz von Kranecker voU- 

XS3CO 

ständig widerlegt. 

Auf ganz anderer Grundlage beruht ein zweites Beweisfahren von 
Kroneckei\ das sich auf die allgemeinsten Dirichlet^ehtn Reihen bezieht, und 
bei dem auch komplexe Argumentwerte eine wesentliche Rolle spielen*). 
Bekanntlich lassen sich die Koeffizienten einer Potenzreihe 



«SU 

durch die Formel 



1 /• * (^) ^ 
" 2n% J 2»+* 



ausdrücken, wo der Integrationsweg eine den Nullpunkt in positivem Sinn 
umlaufende geschlossene Linie ist. Daraus folgt sogleich, dafi die Funktion 
^ {z) sich nur auf eine Weise in eine Potenzreihe entwickeln Iftfit, da ja 
die Koeffizienten durch obige Formel eindeutig bestimmt sind« In ähnlicher 
Weise suchte Kronecker die Exponenten K Qn<l die Koeffizienten c^ einer 
Dirichlet^chen Reihe aus der darzustellenden Funktion mit Hilfe eines 
komplexen Integrals eindeutig zu bestimmen. Dabei handelt es sich um 
das Integral 

J fi^^-^dz, 

a — ix 

welches als Funktion der reellen Variabein w aufgefaßt wird. Das gleiche 

*) Notiz über Potenzreihen, Monatsberichte der Berliner Akademie 1878, S. 53—58. 
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Integral betrachtet auch Herr Calien in der eingangs genannten Arbeit. 
Aber beide Autoren bestimmen seinen Wert lediglich dadurch, daß sie für f(z) 
die Dirichlet^che Reihe einsetzen und dann gliedweise integrieren. Ich werde 
in § 4 und 5 den nicht leichten Nachweis fuhren, daß dies Verfahren in der 
Tat zum richtigen Resultat führt. Da aber sowohl bei Kronecker wie bei 
Herrn Cahen eine derartige Begründung fehlt, können ihre Untersuchungen 
natürlich nicht als Beweis des Eindeutigkeitssatzes gelten. 

§3. 

Indem wir jetzt zum exakten Beweis des fraglichen Satzes übergehen, 
setzen wir, was selbstverständlich ohne Beschränkung der Allgemeinheit ge- 
stattet ist, den ersten Koeffizienten c^ von Null verschieden voraus. Trans- 
formieren wir dann die Dirichlet^che Reihe in die absolut konvergente 
Reihe (4.) und schreiben den ersten Term separat, so kommt für 

3i(^)>9t(ö; 

Hierbei ist nun auch C\^c^e~^'^ von Null verschieden, und außerdem nach 
(3.): K'»l < ^'- Mittels der Abschätzungsformel (5.) erhält man daher, wenn 
zur Abkürzung 

gesetzt wird:(ar, 1/ reell; .r>0): 

> I (■.', U ». ' _ Ce-^^' - C 1 '^•^' + ^' (e- '. ■' - <;-*» + >') 
= 1(7,1 e-^-' -CV^=' - C^-'^ + t. e~^' 
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Daher ist gewiß |/(^)| :> 0, sobald die Ungleichang 



106 



besteht. Löst man diese nach y auf, so kommt 



y<^'{^ 



„tf Kll * 2(>.->,)a 



C 



]■ 



Um die Bedeutung dieses Resultats zu Übersehen, wählen wir in der 
komplexen Zahlebene den Punkt 'Q als Anfangspunkt eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, dessen X- und 7-Achse bzw, 
der reellen und imaginären Achse parallel sind. 
Die Kurve mit der Gleichung 



y 



,2_ ^:i I \^\V ^nh-^Ox ^ 



=.>[ 



46" 



1 



hat die in nebenstehender Figur angedeutete Ge- 
stalt. Wegen des in der Gleichung auftretenden 
Exponentialfaktors erstreckt sie sich offenbar nach 
oben und unten sehr steil ins Unendliche. Der 
unendliche Teil der Ebene, welcher rechts von der 
Kurve liegt, ist charakterisiert durch die Un- 
gleichung 



/<.^[^,.^<^-^'>'-l); 




FfgJ 



in ihm ist also überall |/X-)!>0. Damit ist nun nicht nur der in § 2 an- 
gekündigte Satz bewiesen, daß l\z) nicht für alle Werte von z, deren reeller 
Teil eine gewisse Zahl übersteigt, verschwinden kann; sondern wir finden 
sogar, daß i]i dem ganzen unendlichen Gebiet, welches rechts von der obigen 
Kurve liegt, überhaupt keine einzige Nullstelle von f(z) vorhanden ist. 

Unsere Kurve hat nun aber den Nachteil, daß sie nicht für alle 
Dirichlet^ehen Reihen die gleiche ist. Denn in ihrer Gleichung tristen die 
Konstanten C, O, und vor allem auch li^ A^ auf, welche von der speziellen 
Dirichlel&cheu Reihe abhängen, die wir gerade betrachten. Durch eine 
zweckmäßige Modifikation des Beweisganges werden wir aber zu einer un- 
endlichen Serie von Kurven gelangen, die wesentlich dasselbe leisten, die 
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aber fttr alle DincA/^Achen Reihen die gleichen bleiben und die anßerdem 
den Vorzag haben, noch sehr viel steiler ins Unendliche zu führen als die 
bereits gefundene Kurve; das Gebiet, welches sicher von NuUstellen frei 
ist, wird also dadurch im Vergleich zu früher noch erheblich erweitert. Es 
gilt nämlich folgendes 

Theorem: Wenn eine Funktion f (z) für 91 ( j) > SR (^) in eine 
Dirichletsche Reihe entwickelt werden kann, so hat f (z) in dem ganzen un- 
endlichen Gebietj welches rechts von der Kurve 



Mx 



y=±e 

und zugleich rechts von der Geraden a;=l liegt, wie groß auch die posi- 
tive Zahl M gewählt wird, allemal nur eine endliche Anzahl von Null- 
steilen; dabei ist der Punkt ^ als Anfangspunkt des xy-Koordinatensystems 
gedacht. 

Die Quelle des Beweises liegt wieder genau wie früher in der für 
9l(^)>9l(D gültigen Ungleichung (vgl. S- 104 unten): 

\f(z)\>\C,e-'^^'-^^'^C,e''^^''^\^2\C,l^^^ 

deren einzelne Terme aber jetzt in etwas anderer Weise abgeschätzt werden 
sollen. Indem man zunächst von der unendlichen Summe rechts eine be- 
liebige Anzahl iV^— 1 von Termen abspaltet und wieder z — 'Q=x+iy setzt, 
nimmt die Formel die Gestalt an: 






(6.) 



Hier wenden wir nun auf die Glieder der unendlichen Summe wieder die 
Abschätzungsformel (5.) an, wodurch wir analog wie oben erhalten: 



l|c,|.i6-V'-^*>>-^-^+i<'+'>>|<cl^S!.^-^^+i'. 



«-/r+i 
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Die endliche Summe in (6.) dagegen schätzen wir in folgender Weise ab: 

« = 2 

Fuhrt man in Ungleichung (6.) für die beiden Summen die soeben 
berechneten größeren (oder wenigstens nicht kleineren) Werte ein, so wird 
die Ungleichung verstärkt, und man erhält 

•17 

Daher ist gewiß f(z) von Nall verschieden, sobald nur 

iC'.l e-'>'>(2^V-l)CV"4 C— -±i^e-^'V+«' 
oder 

(7.) IC.I > (2iV-l)6V^^^-^»>'+ c i^f!iJ^ö-a;y+i-A.)x 

ist. Nun sei M eine beliebige positive Zahl. Wegen lim >i« = ^ wird man 
iV so groß wählen können, daß 

(8.) iiVM-^i^l^> + l 

wird. Da x positiv ist, wird dann Ungleichung (7.) sicher erfüllt sein, wenn 
sogar 

(9.) |(:^,|>(2iV-i)cv^^«-^'>'+(;^^-^e-^^+*>-' 

gefordert wird. Um diese Ungleichung zu erfüllen, beschränken wir die 
Zahl X, welche bisher jede positive Zahl bedeuten konnte, auf solche Werte, 
für die 

Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 2. 15 
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(2iV-l)(;e-<^-*'>'<^|C,| 



ausfällt, oder was dasselbe ist: 

1 , (2iV-l)C 



(10.) x>-^log^f-' 



Dann ist Ungleichung (9.) a fortiori erfüllt, wenn die folgende besteht: 
oder auch durch Auflösung nach y\ 

(11.) y^<.,^(Mj;,nir-H.)._lj. 

Wir beschränken nun weiter, falls dies durch die Ungleichung (10.) nicht 
schon von selbst bewirkt ist, die Zahl x auf solche Werte, daß 

wird; oder was das gleiche sagt: 

1 86^' 

Das Bestehen der Ungleichung (11.) wird dann a fortiori garantiert, wenn 
sogar die folgende stärkere Ungleichung erfüllt ist: 

Diese ihrerseits ist befriedigt, wenn wir 
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das heijßt: 

(14.) .r>2 log i^p 

wählen und außerdem 

fordern. Diese letzte Ungleichung ist aber gleichbedeutend mit 

(15.) lvi<^'''- 

Fassen wir zusammen, so ergibt sich das Resultat: 

Die Funktion f(^z) ist sicher von Null verschieden, wenn, z—'C^^+ty 
gesetzt, die Ungleichung 

besteht, und zugleich x mindestens gleich der größeren der zwei Zahlen 



1 ,_ (2N—1)C 1 ,_ 8C' 

1 
2 



W i^^log^^^ , ^logj^, 



ist*). Die in diesen Bedingungen auftretende Zahl N ist durch Ungleichung 
(8.) bestimmt, wächst also mit M. Die untere zulässige Grenze für x wird 
daher ebenfalls mit M wachsen. 

Um uns nun auch wieder ein geometrisches Bild zu machen, kon- 
struieren wir unter Zugrundelegung unseres alten Koordinatensystems mit 
dem Anfangspunkt in 'C die Kurve 

?/ = ±^^ 

welche uns für positive x interessiert. Sie besteht aus den beiden Ästen 

*) Die Ungleichungen (12.) brauchen nicht mehr berücksichtigt za werden, da 
sie durch (14.) bereits überholt sind. 

15* 
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ABC und DE F (Fig. 2), welche für große M außerordentlich steil auf- 
bzw. absteigen und daher in der Figur längs der 7- Richtung nur sehr ver- 
kürzt dargestellt werden können. Auf der ^- Achse tragen wir vom Anfangs- 
punkt 'i aus eine Strecke ab, deren Längenmaßzahl gleich der größeren der 
zwei Zahlen (16.) ist, und ziehen durch den Endpunkt P eine Parallele zur 
J'- Achse. Diese schneidet die beiden Kurvenäste in B und E. Unser Satz be- 
sagt dann, daß in dem unendlichen Flächen- 
stück, welches links durch den Kurvenzug 
CBEF begrenzt wird, keine Nullstelle von 
f(c) sich findet. Dabei ist zu beachten, daß 
die Gerade BE um so weiter nach rechts 
fallen wird, je größer die Zahl M gewählt 
wird, je steiler also die Kurvenäste ver- 
laufen. 

In dem Theorem, wie wir es S. 106 aus- 
sprachen, ist nun von der Geraden BE über- 
haupt nicht die Rede, sondern das dort ge- 
dachte unendliche Flächenstück ist links 
begrenzt durch die beiden Kurvenäste und 
die Gerade. r—1. Diese Fläche entsteht 
aber ans der vorigen durch Hinzufügen eines 
Flächenstückes von endlichen Dimensionen, das zudem ganz im Innern der 
Konvergenzhalbebene liegt. Da eine DiMilet^che Reihe in einem solchen 
Flächenstück aber überall regulär ist, hat sie daselbst auch nur eine end- 
liche Anzahl von Nullstellen, womit das Theorem vollständig bewiesen ist*). 

*) Statt der Geraden .r = 1 könnte offenbar ebensogut a; = € gewählt werden, 
wo e eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet. Im allgemeinen wird sogar die Gerade 
x = zulässig sein; nur wenn die Konvergenzgerade genau durch den Punkt C geht 
(zumeist wird sie ihn ja rechts lassen), kann unter Umstanden auf der Strecke A D 
(Fig. 2) ein singulärer Punkt der Funktion liegen und dieser vielleicht ein Häufungs- 
punkt von Nullstellen sein. Jedoch ist es ohne Interesse, in dieser Richtung das Theorem 
möglichst umfassend zu formulieren; wesentlich ist vielmehr nur, daß das ^sagte unend- 
liche Gebiet genügend weit rechts überhaupt keine Nullstellen mehr aufweist. Insofern 
wäre es auch ganz gloichgiltig, wenn statt des Punktes C n*gendein andrer Punkt V als 
Anfangspunkt der o;^- Koordinaten gewählt wurde. Denn wenn auch ü weiter links 
liegen sollte wie C, so bleibt eine in bezug auf $' konstruierte Kyrve y = -j^e^*' von 
einer gewissen Stelle ab schließlich doch viel weiter recht«*, als die Kurve y = + <?'^* in 
bezug auf t, wenn nur A/>A/' gewählt wird. 





y 


/ 


/<• 


A 




/' 




D 




<. 


V 



Fig. 2 
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Wir können unser Theorem nun leicht noch dahin erweitern, daß 
die Funktion f(z) in dem besagten Gebiet jeden beliebigen Wert, wenn 
überhaupt, doch nur eine endliche Anzahl von Malen annehmen kann. 
Denn sei « irgend ein Wert; dann kann die Funktion /(c) — a wieder als 
Dirichleische Reihe dargestellt werden, indem der Summand —« — — «(?""' 
an geeigneter Stelle in die unendliche Reihe ^c^e^^n eingeschoben wird. 
Daher hat die Funktion /(c) — « in dem mehrfach genannten Gebiet nur 
eine endliche Anzahl von Nullstellen, das heißt aber, die Funktion f(z) 
nimmt den Wert a nur eine endliche Anzahl von Malen an. Wir erhalten 
also das folgende weitere 

Theorem: Eine notwendige Bedingung dafür, daß eine Fnnklion f{z) 
für 'H(2:)>3i(L) in eine hiric hie t sehe Reihe enticickell werden kann, besteht 
darin, daß die Funktion in dem ganzen unendlichen Gebiet, welches rechts 
von der Kurve 



ifx 



y = ±e 

und zugleich rechts von der Geraden .r~l liegt, jeden Wert nur eine endliche 
Anzahl V071 Malen annimmt. Dabei ist tvieder der Punkt t, als Anfangspunkt 
des xy- Koordinatensystems gedacht und M darf jede beliebige positive Zahl 
bedeuten. 

Auch hier gilt wieder das in der Fußnote S. HO Gesagte. 

Wenn die Bedingung des Theorems auch weit davon entfernt ist, 
hinreichend zu sein, so ist sie doch recht nützlich und gestattet in vielen 
Fällen ohne weiteres zu erkennen, dajß eine gegebene Funktion nicht in 
eine JHrichlet^che Reihe entwickelt werden kann. Dies gilt hiernach z. B. 
fllr die Funktionen sin z, cos z und viele andere. 

Noch viel weiter, und sogar mit einfacheren Mitteln, gelangt man 
bei solchen Dirichletj^chen Reihen, welche ein Gebiet absoluter Konvergenz 
haben. Denn obwohl ja die Kurven y — e^'' sehr steil aufsteigen, gelangen 
sie doch schließlich beliebig weit nach rechts, und unsere Untersuchungen 
lassen es also sehr wohl zu, daß eine Dirichlet^che Reihe auch Nullstellen 
(oder a- Stellen) mit beliebig großem reellen Teil hat; wir wissen nur, daß 
dann auch der imaginäre Teil sehr groß sein muß. Bei Dirichlet^cheu 
Reihen mit absoluter Konvergenzhalbebene dagegen können wir beweisen, 
daß rechts von einer gewissen Parallelen zur imaginären Achse überhaupt 



112 Perron^ zur Theotne der Dirichlei sehen Reihen, 

keine Nullstellen mehr liegen; es gibt also dann keine NuUstellen mit 
beliebig großem reellen Teil. 

Es sei nämlich ^ ein Pankt absoluter Konvergenz. Dann ist auch 
die Reihe 

/• (S) e*-' ^ = J; c„ e" ^^« " ^»^^^ 
absolut konvergent. Man kann daher eine Zahl N so bestimmen, daß 

(17.) 1 k„e-^^«-^'>q<^c,| 

wird, da wir natürlich wieder c^ + annehmen dürfen. Für 9i (c) > 9i (Q ist 
dann a fortiori 

(18.) 1 |^^,^-^^«-^'^1<il^'i|, 

weil ja die Glieder dieser neaen Reihe kleiner als die entsprechenden Glieder 
in (17.) sind. Ferner ist für 3t (z) > JK (0 auch: 



>k,|-iK«-^^"-*''-|-J-k-.l 

(infolge von (!«.))• 
Ist außerdem noch 9t(c:)>0, so folgt: 



n = 2' n=s2' fi = 2 



80 daß wir aus der letzten Ungleichung noch erhalten: 
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Daher ist gewiU f(z) von Null verschieden, sobald 



» = 2 



wird; oder durch Auflösung nach 9i(^): 



i 1 n=2 






Die Funktion f\z) hat also gewiß keine Nullstelle mehr, sobald fR (zj 
eine gewisse Größe Übersteigt. Ganz das Gleiche läßt sich nun aber, genau 
wie auf S. 111 oben auch auf beliebige «-Stellen übertragen, so daß wir 
schließlich zu folgendem Satz gelangen: 

Theorem: Wenn eine Fxinktion f{z) für 91 (^)> 91(0 in eine absolut 
konvergente Dirichletsche Reihe entwickelbar ist, so gibt es zu jedem Wert a 
eine Parallele zur imaginären Achse, rechts von welchei' die Funktion den Wert a 
nicht mehr annimmt. 

Ich bemerke zum Schluß, daß die Resultate dieses Paragraphen sich 
nicht etwa dahin erweitern lassen, daß eine Dirichletsche Reihe in ihrem 
ganzen Konvergenzgebiet jeden Wert nur eine endliche Anzahl von Malen 
annimmt. Einer solchen Vermutung widersprechen nämlich schon die end- 
lichen Dirichlet^chen Reihen, die natürlich in der ganzen Ebene konver- 
gieren; außerdem unter den unendlichen jedenfalls die bekannte Reihe 

n = l ^* 

welche für 9t(^)>0 konvergiert. Diese hat in ihrem Konvergenzgebiet 
unendlich viele Nullstellen, nämlich einmal die imaginären Nullstellen der 
Riemffn7i^c\ien Zetafunktion, dann aber auch die imaginären Nullstellen des 
Faktors 1 — 2*"', das sind die Punkte 



c = l + v — W . („=1,2,3....) 



log 2 • 
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§4. 

Herr Cahen gibt in § 11 seiner eingangs zitierten Arbeit eine an- 
geblich notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, daß eine Funktion 
in eine Dirtchlet&oha Reihe entwickelt werden kann. Ich werde jetzt und 
im folgenden Paragraphen zeigen, daß diese Bedingung in der Tat not- 
wendig, aber keineswegs hinreichend ist. Es handelt sich dabei vor allem 
um den Nachweis der Formel 



rt f » X a + i X 






g(^tv-X^)z 



dz. 



Wie bereits in § 2 erwähnt, hat Herr Cahen diese gliedweise Inte- 
gration der unendlichen Reihe nicht genügend motiviert. Er. beruft sich 
nämlich lediglich auf die gleichmäßige Konvergenz und übersieht dabei, 
daß solches nur für Integrationswege von endlicher Länge statthaft ist. 
Kronecker*) vollends nimmt für die gliedweise Integration ein Kriterium in 
Anspruch, welches nicht einmal für endliche, geschweige denn für unend- 
liche Integrationswege richtig ist. 

Herr vo7i Mangoldt**) hat die obige Integralformel für die spezielle 
Dmchlet&che Reihe 

wo L (p"*) = log />, L (pqa) = ist (y;, (/ ungleiche Primzahlen), richtig be- 
wiesen, und seine Methode läßt sich ohne Schwierigkeit auf alle absolut 
konvergenten Dirichlet&chen Reihen ausdehnen. Neue Wege aber erfordert 
der Beweis, wenn man die allgemeinsten Dirichlet&chGn Reihen ins Auge 
faßt. Ich behandle dabei gleich ein etwas aligemeineres Integral und schicke 
zunächst folgenden Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz: Bedeuten h^^hi^X positive Zahlen^ a eine reelle^ y eine 
komplexe Zahl, deren imaginärer Teil zwischen — ih^ und +ih2 liegt j***) so 
gilt die Formel: 

*) Siehe die auf Seite 103 zitierte Arbeit. 

**) „Zu Rmnann» Abhandlung über die Anzahl der I^rimzahlen unter einer ge- 
gebenen Größe.'' Dieses Journal Bd. 114. Speziell Seite 274 iV. 
♦*♦) sodaß die Zahlen A, ±9l(e», A, ± 3tO» positiv sind. 
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• x-.Ä. ,_i 



,x + ,A, 2, 



a — iht a — iht a + t'Ao 



toobei die Integratiomwege (jeradlinig zwischen den angegebenen Grenzen ver- 
laufen und (pQ-y) die folgende Bedeutung hat: 



rO für SRCyX«, 

9>c^y;-[^_A, für SRCy)>«. 



Beweis: Durch Integration über die Begrenzung des bekannten Recht- 
ecks mit den Ecken 

a — ihi , b — i/ij, b + ikij a + ihi^ 
wo 6>>a und auch b':>^(y) ist, erhält man 



a-ihi 



Z—r 



j—ihi 6 — iAi a + iAj 



(19.) / ^d^=/ +f -f -^^ivC^r). 



wo 9 (/y) die angegebene Bedeutung hat, da ja das Rechteck für 9i (y) < « 
den Punkt y ausschließt, für 5R (y) > a aber einschließt. Das zweite Integral 
auf der rechten Seite von (19.) nähert sich mit unbegrenzt wachsendem b 
der Null, da ja 



^ft + «*, ^Xt 



b—ihi 



*a^— 2(6+1«) 






/•*>| ^--A(6 + ix) 



rfo; 






-Z6 



6-SR(y)' 



i-9l(y) 



ist Das erste und dritte Integral in (19.) nähern sich ebenfalls bestimmten 
Grenzwerten, nämlich den Integralen 



-»-I*, ._i 



j—dz, bzw.y 



«+»*»^-z« 
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a + <A, 



2— y 



dzy 
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da diese ja offenbar (absolut) kouvergieren, woraus sogleich die Behauptung 
des Hilfssatzes folgt. 

Man beachte, daß die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfüllt bleiben, 
wenn y sich nicht ändert, aber A, und h^ beliebig vergrößert werden. Die 
auftretenden Integrale lassen sich noch in folgender Weise abschätzen: 



/ dz.=^ - -Tf dx<C / ., \dx 

■,J z — y I J X — ^A. — y 1 = •- ^ — *ä, — y\ 

' a — ifi, a \ a 

(20.) 

■""^ / A, - 5J{ (iy) ~ K—'Wy) ~^ ' 

tl 

ebenso auch 



(21.) ./ ,_ ''-1 



Läßt man daher in dem Hilfssatz A, und fh irgendwie ins Unendliche 
wachsen, so konvergieren die Integrale rechter Hand gegen Null und man 
erhält die bekannte Formel 



.«-!-*» ^,_;i. .•a-\^if,t xz 



wobei die Voraussetzung A > besonders zu beachten ist. 

Von jetzt ab verstehen wir in diesem Paragraphen unter 



f{z) = 2:Cn^ 



n — \ 



eine solche Dirichletsche Reihe, deren sämtliche Exponenten X„ positiv sind, 
also schon Ai>0. Bedeutet dann a eine reelle Zahl im Innern der Kon- 
vergenzhalbebene, so betrachten wir das Integral 

^f ^ J Z — y 
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Setzt man hier für f{z) die obige Reihe ein, so erhält man für das 
Integral unter der vorläufig unbewiesenen Annahme, daß gliedweise 
Integration gestattet ist, nacjh Formel (22.) den Wert 



^'^ l-'i/i/Yfy) IUI- 3?(y)>". 



Kr) lii>- 3«(y)>". 

Wir wollen jetzt nachweisen, daß das Integral in der Tat konvergiert 
und den angegebenen Wert hat, daß somit die gliedweise Integration wirk- 
lich erlaubt ist. Es sei ^ eine reelle Zahl, welche kleiner als o ist, aber noch 
im Innern der Konvergenzhalbebene liegt. Dann ist nach Formel (4.): 

f{z) - i- ('„ (e. - ^- (= - ''^ - e- '•' + • (' - ^'0 , 
also 

Da diese Reihe, wie in § 1 ausdrücklich bemerkt wurde, längs des Integrations- 
weges gleichmäßig konvergiert, da außerdem der Faktor auf dem 

z y 

ganzen Integrationsweg offenbar absolut unter einer endlichen Schranke 
bleibt, also die Gleichmäßigkeit nicht beeinflussen kann, so darf man glied- 
weise integrieren und erhält: 

•/ z — y n=i *' ^ y 

a — I »i a— t h\ 

Indem man nun auf die Integrale der rechten Seite unsern Hilfssatz 
anwendet, was für genügend große ä,,/<2 erlaubt ist, findet man: 



IC* 
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z — y •/ z — y 

a—ihi a + lAj 



oder, indem man die Integrale mit gleichen Wegen zosammenfaBt : 



a — I A 1 



- 2 71 «•( ^^ '"'X^-y) - «'" + '^X^n + 1 y) )} • 

Wir wollen jetzt den Nachweis fUhren, daß jede der drei anendlichen 
Reihen 

(23.) i2(-A0=l^a/""'*'(e-^-<— ■>-e-^+.(-^'>)^, 



a — ihi 



(24.) i2(A,)=l^C./*""*'(«-'-<'-f>-e-'. + 'f'-f))^ 



(25.) *(;')= i^c.(«'"'>(^,.r)-«'"-^''>(^»+iy)) 

fUr sich konvergiert; alsdann wird die vorige Formel die Gestalt annehmen: 

(26.) f'^'''I^dz=n{-K)-n{K)~27ti4»(j). 



a —ihf 



Sehr leicht gelingt dieser Nachweis für die Reihe (25.). Gehen wir 
nämlich auf die in dem Hilfssatz gegebene Definition der Funktion tp zurQck, 
so ist für 9i (/)<;« durchweg y(i^y) = 0. Daher konvergiert in diesem 
Fall die Reihe (25.), und zwar ist 4>(y) = 0. Für ?fi(y)>a ist aber 
y (i^y) =:e"^"^; da wir aber S<;« vorausgesetzt haben, so ist auch 
9i(y)>^; also 
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*(/)= 1 (;,(<?-^«*'-^">-e-^-+«f''-^"')=/"(r)- 



Zasammenfassend erhält man also: 



(27.) 



^^ l/'Cy) für 9i(y)>rt. 



Um nan auch die Konvergenz der Reihe (23.) zu beweisen, schätzen 
wir ihre einzelnen Glieder mit Hilfe der Formel (5.) folgendermaßen ab: 






dz 



z—y 



o-f 



* ^-A„(*-iÄ,-C) — ^"-^« + i(-«-«''i-C) 



rf;r; 



j: — ?'Ä, — y 
---=^~ J \x — iA, — y\ 



rf.r. 



Was hier den ersten Quotienten unter dem Integral betrifft, so 
findet man 



\x — t'A, — y\ 



1 + 



r-K 

5— »A, — 1 



;i+ 



jy-g 



r<l 



ly-CI 



U — tA, — yl= ^ h^—diiir) 



Dieser Quotient nähert sich also mit unbegrenzt wachsendem /t, dem Grenz- 
wert 1, und zwar gleichmäßig für alle x des Integrationsintervalles. Wenn 
daher hi hinreichend groß gewählt wird, so ist der fragliche Quotient gewiß 

im ganzen Integrationsintervall kleiner als 2. Kerner ist auch 3i^< ^:^; 

also folgt ans der letzten Ungleichung! 
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a 

Hier ist aber die rechte Seite das allgemeine Glied einer konver- 
genten Reihe, daher ist auch die Reihe (23.) absolut konvergent Wir 
müssen nun aber auch noch beweisen, daß sie mit unbegrenzt wachsendem 
Ä, der Grenze Null zustrebt. Zu dem Ende schreiben wir sie folgendermaßen: 

(28.) 






^Sc'- I A, 



+ i" (\f '(f-'"*'~''-<^~'"+'""'"') ''^ 



« = Arii .' ., ' 2 — r 

a — I A 1 



Die hier auftretende unendliche Summe wird nach der soeben gefundenen 
Abschätznngsformel ihrer Glieder absolut höchstens gleich 

Die endliche Summe in (28.) schätzen wir dagegen folgendermaßen ab: 

\2:('n (e-''.<=-^")-6'-^M.('-C)) '1^ 1 

..=1 ^ ., ^ ^ z—r \ 

a 
a 
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Fuhrt man diese beiden Resultate in (28.) ein, so ergibt sich 

(29.) i2(-A0<-,__^(.yy — , - + - -^-^^— . 

Hieraus folgt sogleich 
(30.) Iimi2(-/t0 = 0. 

Denn man kann in (29.) zuerst N so groß wälilen, daß der zweite Summand 
kleiner wird als ,^ , sodann /i| so groß, daß auch der erste Summand kleiner 

wird als 3^. 

Ganz in gleicher Weise ergibt sich nun auch die Konvergenz der 
Reihe (24.), sowie die Beziehung: 

(31.) lim/2(A,) = 0. 

Da der Ausdruck il (— /i,) von h^ nicht abhängt, ebenso il Qi-^ nicht von 
Ai, so erhält man jetzt aus Formel (26.), wenn man h^ und ki irgendwie 
ins Unendliche wachsen läßt: 

r ' '* /(^I dz = lim {LI (- K) - il Qh) - 2 71 l^{y)) 
== lim il (- /t.) - lim il (/t,) -2ni4*{f) 

Ai = CO /«] = » 

= ~27Ii*(j/). 

Die Funktion *(>') hat dabei den in (27.) angegebenen Wert, so 
daß wir das folgende wichtige Theorem erhalten: 
Theorem. Bedeutet 



n = l 
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eine IJ iric hie t sehe Reihe, deren Exponenten i, alle jjosiltv sifid, ist ferner a 
ein reeller Wert im Innern der Konvergenzhalbebene, so besteht die Formel 

2^** <_,, ^-y I -/"W für « (y)>a. 

Dies ist nun genau die Formel, welche wir auf S. 117 oben durch glied- 
weiHC Integration erhielten, womit bewiesen ist, daß die gliedweise Integration 
hier in der Tat erlaubt ist. Ich bemerke noch, daß y ganz beliebig ist 
und nicht etwa der Konvergenzhalbebene anzugehören braucht. 

§5. 

Wählt man in dem eben bewieseneu Theorem speziell y = 0, a>0, 
so kommt: 

(32.) 2^ /""'(J.^-^''-')t = ^ ffiri.>0. 



Um uns jetzt von der Einschränkung, daß die Exponenten it. schon 
vom ersten ab positiv sind, wieder zu befreien, erinnern wir an die be- 
kannte Formel 

(33.) Y^iJ -V^^^^ fürA>0, a>0, 



die sich übrigens leicht aus (22.) gewinnen läßt. Für 2 = konvergiert 
das betreffende Integral nicht mehr, wenigstens nicht in dem Sinn, wie wir 
es seither aufgefaßt haben. Wenn wir aber, was von jetzt ab geschehen 
soll, au Stelle der allgemeinen Definition 



die speziellere 

(35.) / = Hm y 



»a + tao /%a-\-ih 



a—ih 
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treten lassen, so konvergiert das Integral (33.) auch für ^=^0, und zu den 
bisherigen Formeln tritt noch diese hinzu: 

1 /•«+»» dz 1 
(36.) 2^y T=T mra>0. 

Sei jetzt 



a — I 00 



/(0= 2: c,e-'n^ 






eine beliebige Dijichlet^che Reihe, deren Exponenten l^ natürlich wie immer 
der Größe nach geordnet sind. Dabei seien etwa die ersten r— 1 Expo- 
nenten negativ, sodann i^ = 0, und endlich alle folgenden Exponenten positiv. 
Dann werden wir schreiben: 






Für die Integration der drei Terme auf der rechten Seite sind der 
Reihe nach die Formeln (33.), (36.), (32.) in Anwendung zu bringen, wo- 
durch man erhält: 



(37.) 2^-/"'^''^ = ;|«-+T^^ 



a — »00 



Dabei ist a ein positiver Wert im Innern der Konvergenzhalbebene. Man 
beachte auch, daß lediglich der Exponent i^=0 dazu zwingt, für das In- 
tegral die spezielle Definition (35.) zu wählen. Tritt ein Exponent in 
der Dirichlet^chen Reihe nicht auf, so ist ebenso gut auch die Definition (34.) 
zulässig. 

Bedeutet w eine reelle Größe, so ist auch 
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124 Perron^ zur Theorie der Diiichletschen Reihen. 

eine J>ü'ichlet6c\\e Reihe, und wenn man auf diese die Formel (37.) anwendet, 
80 erhält man: 



(38.) .,■./'/«'••,/.= 



a — IX 



y; Cn für Xr-l < W? < Ar, 
n = l 

r-l l 

n = l 



2 



Dies ist nun die Kronecker- Cdhenmlit Formel *), die damit zum ersten 
Male streng bewiesen ist; fUr r= 1 fallen auf der rechten Seite die Summen 
natürlich weg. Ähnlich wie die Koeffizienten einer Potenz- oder Fourier- 
sehen Reihe aus der dargestellten Funktion mit Hilfe eines bestimmten 
Integrals berechnet werden können, so werden durch das obige Integral 
die Koeffizienten einer Dinchlet^ohen Reihe eindeutig aus der Funktion 
bestimmt. Aber auch die Exponenten l^ sind durch das Integral gegeben; 
sie sind nämlich die Unstetigkeitsstellen des Integrals als Funktion von w. 
Wie Formel (38.) weiter zeigt, nimmt das Integral an besagten Unstetigkeits- 
oder Sprungstellen den arithmetischen Mittelwert zwischen rechts und links an. 

Im Anschluß an Herrn Cahen können wir diese Resultate zu folgendem 
Theorem formulieren: 

Theorem. Eine notwendige Bedingung dafür, daß die für 9i(c:)> J>0 
reguläre Funktion f(z) für 9t(j)>(y in eine Reihe der Form 

V) 

entwickelt werden kann, beisteht darin, daß das Integral 

Im J z 



a — ioo 



für («>J konvergiert, von a(><y) unabhängig ist und, ivenn w eine beliebige 
reelle Zahl bedeutet, die folgenden Eigenschaften hat: 



*) Ist 10 Dicht einem Expouenten Xr gleich, so darf das Integral wieder in dem 
allgemeineren Sinn (34.) verstanden werden. Bei Kronecker und Herrn Cahen ist der 
Fall w = Xr übrigens ganz außer acht gelassen. 
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1) es ist konstant für l^_^<i%v<iX^^ 

2) es ist gleich Null für ?r<Cii, 

3) es hat an den S2)rnngs teilen l^ den arithmetischen Mittelwert 
ztvischeri rechts und links. 

Herr Cahen hält diese Bedingung fälschlicherweise auch für hin- 
reichend. Allein sein dahin zielender Beweis in § 11 a. a. O. ist in mehr 
als einer Beziehung mangelhaft, und ich werde jetzt den Nachweis führen, 
daß die Bedingung des Theorems in der Tat nicht ausreicht 

Zu dem Zweck untersuchen wir die spezielle Dinchlet^che Reihe 

(39.) F(z)= ic'„.-^«S 

deren Exponenten l„ durch die Rekursionsformeln 

bestimmt sind, und deren Koeffizienten die Werte 

(41.) C,n^^^e'^n-^^ ,,^^^_,M„^i 

haben. Da wegen (40.) die Zahlen k^ mit n unbegrenzt zunehmen, so 

handelt es sich wirklich um eine Dirichletsehe Reihe, und von dieser sollen 

jetzt die folgenden Eigenschaften nachgewiesen werden: 

I. sie konvergiert für U(z)>l^ divergiert fUr 9i(^)<l, 

IL die durch sie dargestellte Funktion F(z) läßt sich eindeutig über 

die Konvergenzgerade nach links fortsetzen mindestens bis zur Geraden 

gfi(^) = und ist für JR(c)>0 überall regulär, 
III. das Integral 



r'^- F(z)e"'^ ^^^ 



hat für a>>0, nicht bloß für a>^ 1, alle in dem obigen Theorem angegebenen 
Eigenschaften. 

17* 
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Wäre nun die in besagtem Theorem als notwendig erkannte Be- 
dingung wirklich auch hinreichend, so würde aus den Eigenschaften II. 
und III. folgen, daß die Funktion F(^z) sich fUr jK(-2^)>>0 in eine DtrichletBche 
Reihe entwickeln läßt. Diese kann dann einerseits nicht mit der Reihe (39.) 
übereinstimmen, da letztere ja nur für J)i(2:)>l konvergiert, andrerseits aber 
auch nicht von (39.) verschieden sein, da sie im gemeinsamen Konvergenz- 
gebiet J)i(j)>l die gleiche analytische Funktion darstellt. Unsere Annahme 
fuhrt somit auf einen Widerspruch. 

Es handelt sich also jetzt nur noch um den Nachweis der Eigen- 
schaften I.-III. Nun folgt aus (40.): 

^2« + 1 = 1 + ^2« 1> 1 + ^2*1-1 7 

und hieraus wegen ii=l sogleich 

(42.) ^2Mi>^'+l- 

Nach der Definition (41.) ist 

und folglich kann für 9{(^)<1 die Reihe (39.) jedenfalls nicht konver- 
gieren, da ihre Glieder dann mit wachsendem Index nicht den Grenzwert 
Null haben. Für di(z)>l aber ist mit Rücksicht auf (42.): 

und weiter 

i 6*2 e~^^'^' I =e^2n— 1-^2»'^(«) <^^*2/i— 1— ^2ii-l '-«(O 

Daher konvergiert die Reihe (39.) für 9i (0) > 1 , und zwar absolut. 
Faßt man in ihr je zwei Glieder zusammen, so entsteht: 
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« = 1 

oder wenn man für die Koeffizienten ihre Werte aus (41.) einsetzt: 

(43.) l\-)=- Je^'2«-i(^-^2«-i.-_^-Ä2««). 

Von dieser neuen Reihe kann man nun zeigen, daß sie bereits fllr 
9{(ij)>0 konvergiert. Der absolute Wert ihres allgemeinen Gliedes läßt 
sich nämlich für $R(^)>0 nach Formel (5.) in folgender Weise abschätzen: 



<s^'lj^^^^«-»(i2n -^2.-l)9l(^)-!-!(i2n-A,„_0.^-^-l. 



Nach (40.) ist dies aber gleich — , . Man erhält also fllr den Rest 
der Reihe (43.), wenn JH(O>0 ist: 

(44.) I 2: f>^2— i(('-^*^«-i-*-e-^2«=)l<;|j| J; \<lf!. 

Die Reihe (43.) konvergiert daher für9i(^)>0, und zwar in jedem 
endlichen Gebiet gleichnäßig. Sie stellt also eine für 3{(w)>0 reguläre 
analytische Funktion dar und liefert, da sie für 9i(::)>>l mit der Reihe (39.) 
übereinstimmt, deren analytische Fortsetzung über die Konvergenzgerade 
hinaus. Hiermit sind bereits die Behauptungen L und II. bewiesen. 

Was nun das Integral 

rt — I oc 

betrifft, so hat es nach (38.) jedenfalls für a>l die behaupteten Eigen- 
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Schäften, weil ja F{z) fUr 9i(2)>l in eine IHrichleiAche Reihe entwickelt 
werden kann. Wir brauchen demnach nnr noch zn beweisen, daß auch 
für 0<6<l<f/ die Gleichung 



(45.) 



p-n^)^-,,,^ f 



a + iX: 1,1. 



F(z)e^^ 



Statt hat. Wir betrachten zu dem Zweck das Integral 

D C J -"^i-dz, 

erstreckt über die Begrenzung des Rechtecks ABCD 
(Fig. 3). Da der Integrand in dem Rechteck und 
auf seiner Begrenzung regulär ist, so hat das Integral 
den Wert Null. Die Gleichung (45.) wird daher be- 
wiesen sein, sobald wir zeigen können, daß die Inte- 
grale über die Wege AH und DO gegen Null kon- 
vergieren, wenn AB und DC sich nach unten bzw. 
oben unendlich entfernen. 

Um das Integral längs AB zn untersuchen, 

dürfen wir für F(z) die Reihe (43.) einsetzen, da diese ja für 9l(c^)>0 

gültig ist. Es kommt dann: 




F/g.3 



Alt ~ -4« "''' 



V * 

"=* AB 



-hn-\^' — /*(w-^2«)^ _; 



dz 



+ f ^ (?^2«-«(e"^^''-»'-^"'^2»0^*^^' 



fi = iV+l 



Das letzte dieser Integrale wird nun unter Berücksichtigung von (44.) 
absolut kleiner als 



AB AB 



e'^Ulz 







Perron^ zur Tlieoine der Dirichletschen Reihen, 129 

Die endliche Summe dagegen schätzen wir folgendermaßen ab: 

''^^ AB ^ 



z 
AH 



Bedeutet h den Abstand der Seite Ali von der reellen Achse, so 
ist der letzte Ausdruck kleiner als 

k 
Man erhält also zusammenfassend 

AH 

woraus folgt, daß sich das Integral mit wachsendem h der Grenze Null 
nähert. Denn man kann zuerst N so groß wählen, daß der zweite Summand 

rechts kleiner wird als ,^ ; sodann h so groß, daß auch der erste Summand 
kleiner wird als |. 

Die gleiche Deduktion gilt auch für das Integral längs 7X\ womit 
dann alles bewiesen ist, was wir behauptet hatten*). 



*) Ein weiteres Beispiel dafür, daß die Bedingungen des Theorems nicht hin- 
reichend sind, verdanke ich einer brieflichen Mitteilnng des Herrn Landau-^ es ist 
die Funktion 

(i-2^-'K(--i)= i ^=^--, 

7 
wenn man etwa d=Q nimmt. Zum Beweis muß natürlich die Theorie der Riemann- 

o 

sehen Zetafunktion herangezogen werden. 
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Herr Cahen macht in § 12 a. a. 0. noch die folgende Bemerkung. 
Wenn a und b dem Innern der Konvergenzhalbebene einer JJirtchlet&Qhen 
Reihe /\z) angehören, und <Cb<.a ist (Fig. 4), so ist nach (38.) 



D C 


. 






A 


b 


a 




B 



r^'^fSA^^dz^ p'^ 



f(z)e- 



dz. 



b a Daraus folgt, daß /+/*, wenn AB und CD sich 

AB CD 

unendlich entfernen, gegen Null konvergiert. Auf Grund 
unserer Analyse in §4 kann man aber leicht noch mehr be- 

^* weisen, daß nämlich jedes der beiden Integrale f und / 

AB CD 

für sich gegen Null konvergiert, nicht bloß ihre Summe. Doch will ich von einem 
ausfuhrlichen Beweis dieser Tatsache absehen. Herr Cahen behauptet nun 
aber weiter, weil er die Bedingung des Theorems auf Seite 124 für hin- 
reichend hält, noch folgendes (a. a. 0. § 12): „Wenn sich f{z) für Ot (^) > a 

in eine Dirichlet^Ghe Reihe entwickeln läßt, und wenn außerdem / + / gegen 

AB CD 

Null konvergiert, sowie AB und CD sich unendlich entfernen, so konvergiert 
diese Dirichlei^che Reihe auch für 9t (-2^) > 6.^ Dieser Satz des Herrn 
Cahen ist durch das Beispiel der Reihe (39.) ebenfalls als unrichtig nach- 
gewiesen. 

In § 17 a. a. O. sagt Herr Cahen weiter: „Wenn zwei Dirichlei&che 
Reihen für JR (j) > <)' konvergieren und beide ein Gebiet absoluter Konver- 
genz haben, so ist auch ihr Produkt eine 1 Hrichlet^iuYiQ Reihe, die für 
9l(z)>rf konvergiert.'* Den Beweis stützt Herr Cahen wesentlich auf den 
zuvor erwähnten unrichtigen Satz. Daß letzterer nicht genügend bewiesen, 
also zweifelhaft ist, hat kürzlich Herr Landau konstatiert*). Nachdem der 
Satz aber nunmehr direkt als falsch nachgewiesen ist, erscheint der daraus 
gefolgerte Produktsatz nur um so unsicherer. Doch gelang es mir nicht, 
ihn durch ein Beispiel vollständig zu widerlegen**). 



*) In der auf Seite 95 zitierten Arbeit, § 6. 

'*'*) Inzwischen wurden nun die dahin zielenden Bemühungen des Herrn Landau 
von Erfolg gekrönt. In § 14 seiner während des Druckes dieser Arbeit erschienenen 
Abhandlung „Beiträge zur analytischen Zahlentheorie^ (Rendiconti del circolo matematico 
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Ich bemerke zam Schluß dieser Entwicklang, daß auch das all- 
gemeinere Integral 



/ 
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WO .u eine reelle Zahl > 1 bedeutet, nach Einsetzung der Dirichlet^chen 
Reihe für f\z) gliedweise ausgeführt werden darf. Der Beweis bleibt ganz 
der gleiche, wie wir ihn für |U = 1 durchgeführt haben.*) Dagegen ver- 
sagt unsere Methode für /^ <C 1. An Stelle des auf S. 119 unten be- 
trachteten Quotienten tritt nämlich jetzt der allgemeinere Ausdruck 

\a;—ih^—'y\f ' 

und dieser bleibt für a<: 1 mit wachsendem h^ nicht endlich. Damit fällt 
der ganze Beweis, und es bleibt unentschieden, ob auch für // <C 1 die glied- 
weise Integration gestattet ist 



§ 6. 

Ich wende mich nun zu einigen weiteren Formeln, die sich ebenfalls 
mit unzureichendem Beweis in der Arbeit des Herrn Cahen finden. In § 13 
behandelt Herr Cahen einen eigentümlichen Zusammenhang zwischen zwei 
verschiedenen Dirichlet^chen Reihen. 

Sind in der Reihe 

(46.) F(^)=Jc.e-V 

alle Exponenten X^ positiv und bezeichnet man mit 



di Palermo, tomo 26 (1908)) hat er unter Benutzung früher von ihm erlangter Teil- 
resultate den Cahenschen Produktsatz wirklich als unrichtig nachgewiesen. 

*) Für ^>2 läßt sich der Beweis sogar sehr viel einfacher führen, auf Grund 
der Tatsache, daß dann das Integral absolut konvergiert, was für fi^2 im allgemeinen 
nicht der Fall ist. 
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(47.) ;«,= logA, 

den reelleu Logarithmus von X„, ao wächst mit l^ aach /i, monoton ins 
Unendliche und folglich ist 

(48.) f{z)= I c,e->'"'=I-fi 

ebenfalls eine iJirich/et^che Reihe. Unter der Voraussetzung, daß diese 
letztere nicht überall divergiert, also etwa für 9i(2^)>«>0 konvergiert, 
beweist Herr Cahen a. a. 0. § 13 ganz richtig, daß die Reihe (46.) mindestens 
für di(z):>0 konvergiert. Aus der bekannten Formel 

(49.) ^X-)^"^'*'=- -1 r"= / ^"'^"^"'rf^ (für <K (*)>«») 

schließt er dann durch Summation sogleich für JR (-:)>>«: 

I\z)f{z)= £ c„ r x^"' e-^n- dx 



Diese Vertauschung von Summe und Integral ist aber aus zwei 
Gründen unstatthaft. Erstens nämlich wegen der oberen Integrationsgrenze oo, 
für welche ja die gleichmäßige Konvergenz nichts mehr nützt Zweitens 
aber auch wegen der unteren Integrationsgrenze 0; denn die Reihe F(x) 
konvergiert im allgemeinen nur füra;>0, während sie für a:=0 sehr wohl 
divergieren kann. 

Herr Cahen knüpft an seine unzureichend bewiesene Formel noch 
die folgende Bemerkung. Da das Integral 



f^F(x)x^''dx 
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für 9l(^)>a den Wert iX^)/(^) l^at? ^l^o jedenfalls existiert, so kann jP(a:) 
für a: = nicht so stark unendlich werden wie — -rr, wie klein auch die 

positive Zahl « ist; F(x) kann aber auch endlich bleiben. 

Korrekterweise müßte man jedoch gerade umgekehrt verfahren: Zu- 
erst ist direkt nachzuweisen, daß F{x) für .t = von geringerem Grad un- 
endlich wird wie — :^, und daraus folgt dann erst, daß das fragliche Integral 

mit der unteren Grenze überhaupt einen Sinn hat. 
Ich schicke folgenden Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz: 

Sind ly a, h positive Zahlen^ so l)esteht die Utu/Ieiclvin;/ 



(50.) / n''-^e"'dn<:e-'^ 






(IT 

Beweis: Bedeutet ß eine positive Zahl, kleiner als 6, so ist 



^g-M. r(a) 



Wählt man speziell ß = —ri ^^ entsteht hieraas die gewünschte Ungleichung. 

Wir nehmen jetzt an, die Reihe (48.) sei für ?){ (c) >■ « > kon- 
vergent. *) Bedeutet dann f eine beliebig kleine positive Zahl und setzt man 

(51.) ic„e-''«'''+^' = C'^, a=0, 

» = 1 



*) Damit soll nicht gesagt sein, daß die Reihe für 9i (2X « divergiert. Liegt 
die Konvergenzgerade nicht links von der imaginären Ächse^ so kann a auf der Kon- 
vergenzgeraden angenommen werden. Andernfalls muß a rechts von ihr liegen, da in 
den folgenden Ausführungen a nicht negativ sein kann. 

18* 
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80 ist 

(52.) \Cy\<CC, 

wo C von N unabhängig ist (nicht aber von e). 

Um jetzt die Konvergenz der Reihe (46.) zu untersuchen und zugleich 
ihren Rest passend abzuschätzen, seien N und M beliebige Indizes und 
M> N^O. Dann ist für reelle positiver: 

M M 

n=i\r+l n=lt+l 

also mit Rücksicht auf (52.): 

(53.) 

Nun ist aber, da wir x > vorausgesetzt haben, 

|X-tv-^„-_;t«+f«-^'.+i'|=|y ^ £ ^di(\ 



Daher durch Summation nach 



n ; 
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*iV + l 



^iv+i 



Hier wird aber die rechte Seite noch vergrößert, wenn die obere 
Grenze der Integrale ins Unendliche gerückt wird. Unter Anwendung der 
Formel (50.) erhält man dann: 



2: U;;^^e-^«'-i^tfe-^«+»1 

\2/ \2y 



3e "--(.y^- 



Fuhrt man dies in (53.) ein, so kommt schließlich 



(54) 



M 



.-it-x 



V2/ 



+ ^'>t*+'i e-^*+i' + ('ri+V~*'"+''. 



Da die rechte Seite mit wachsendem N anter jede Grenze sinkt, wie 
stark aach gleichzeitig M wächst, so folgt, daß die Reihe 



(46.) 



F{^=2:c,e-''" 



für reelle positive Werte der Variabein z konvergiert. Als Dirichletsche 
Reihe konvergiert sie daher mindestens fllr 3{(z)>0. 
Aus (54.) folgt für lim il/ = oo: 



(55.) 



\2/ 
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nnd daher speziell fUr A'^= 0: 

(56.) |i.X.xO|<3Ce-'.f-^-t^-l)- + CA?^'e-»-. 

(|) 

Daraus geht sogleich hervor, daß das Integral 

pF{x)x'-'dx 

1) 

für 9t (z)>a + t existiert, selbst wenn die Reihe F (x) für x = gar nicht 
mehr ko7ivergiert. 

Aus der für 9l(^)>0 giltigen Formel 

(49.) /\z) e-fn*z=. fx'-'e~^n'dx 



folgt durch Samination nach n: 

r(z) 2: c„ «-"«•= 2: c„ f sf-^-^^'dx 

= f { k c.e-^»')x'-^dx 
= r(t\x)- i c„e-'nAa,'-^dx. 
Fttr di(z)>a+e kann man statt dessen schreiben: 

IXz) 2: c,e-f'''= f F(x)af-*dx- f(£ c,e-^-'').'tf-^dx. 

Das letzte dieser Integrale erweist sich aber, wenn man den In- 
tegranden nach Formel (55.) abschätzt, als absolut nicht größer als 
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ü 

es sinkt also mit wachsendem N unter jede Grenze. Daher folgt 

\ 

V '«X 

oder, was wegen (48.) dasselbe ist: 

(57.) ri?)f^^= rFix)r-^dx. 



Diese Formel gilt nun für 9l(^)>a+«; da aber « beliebig klein sein darf, 
so gilt sie jedenfalls für ^{z)Z>a^ womit die Formel des Herrn Caheii in 
aller Strenge bewiesen ist. 

Die Gleichung (57.) läßt sich leicht etwas verallgemeinern. Bedeutet 
nämlich v eine positive Zahl, und setzt man II an Stelle von il„, so kommt 

oder, was dasselbe sagt: 

l\z)f(vz)= r( 1 c^e-^-n' \af-^dx. 

Dies gilt flir ^{yz)>a, da ja die Reihe f{vz) für 0l(r^)>a>O 
konvergiert Setzt man - an Stelle von z^ so kommt schließlich 
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(58.) /'( l y(z) =/" (1^ c,e-'-') a^-r - dx, 

eine Formel, die wieder für 3? (z) > a gilt. Dies ist die gesuchte Ver- 
allgemeinerung von (57.). 

Ein spezieller Fall der Gleichung (58.) spielt in der Theorie der 
Btema7i7i%chen Zetafanktion eine Rolle, wozu indes folgendes zu bemerken ist. 

Setzt man c„ = l, i„ = n, so wird 

11=1 " 

Da diese Reihe fUr 9t (-:) > 1 konvergiert, so ergibt die Formel (58.) 
für r = 2: 



(59.) ^'(-2)^'(^)=/\li^'">'"'^'-^- 



(iH(x)>l) 



Rieimmn und seine Nachfolger gewinnen diese Formel lediglich durch 
unendliche Summation aus der Gleichung 

und benutzen später zur Umgestaltung des Integrals (59.) die Trans- 
formationsformel 

(60.) ^^;e-''^'=--2-+2YlO+2j/' '")• 



Diese müßte indes schon viel früher herangezogen werden. Denn 
bei dem Integral (59.) liegt gerade der Fall vor, daß die in dem In- 
tegranden auftretende Summe 

(61.) i e--'' 
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an der unteren Integrationsgrenze .1=0 nicht mehr konvergiert. Die Existenz 
des Integrals (59.) für dt (2^) >> 1 kann dann mangels der allgemeinen 
Methode, die ich in diesem Paragraphen auseinandersetzte, überhaupt nur 
mittels der Formel (60.) nachgewiesen werden, welche eben zeigt, daß die 

Summe (61.) für ^=0 nur so stark unendlich wird wie -^. Die Trans- 

formationsformel (60.) müßte also bereits an einer früheren Stelle benutzt 
werden, als dies durchweg geschieht^ nämlich schon zum Beweis der 
Gleichung (59.), nicht erst zu deren weiterer Umformung. 

Das gleiche gilt auch von den entsprechenden Entwicklungen, welche 
in den Arbeiten über allgemeinere Zetafunktionen von Lipschitz*\ Epstein**\ 
Her glotz''*'') vorkommen. 

§ 7. 

Herr Cahen gelangt in § 16 a. a. 0. zu der Formel 



(62.) Fix) = ^/''"'riz)f{z)x-dz, 



b + iao 

""* " (far6>a) 

6 — i» 



welche gewissermaßen die Umkehrung von (57.) ist, indem F{z)^ fiß)^^ 
die gleiche Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen. 
Er geht dabei aus von der bekannten Gleichung 



6 + to 



(63.) '" = ^J n^>-'dz, 



b — iao 



wo für die Definition des Integrals die Formel (34.) gewählt werden darf 
(S. 122). Setzt man l„x an Stelle von x^ so kommt 

(64.) e-^n' = ^ f '^ I\z)e-^^'x''*dz. 

K *) üntersuehuDgeu der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen Reihen, § 2. 

■ Üteaes Journal, Bd. 105, 

^^ •*) Zur Theoiie allgemeiner Zetafunktionen, § 1. Math. Annal., Bd. 56. 

^^^L •^^ Über die analytische Fortsetzung gewisser Dirw-Ä/^techer Reihen, § 2. Math. 

BB|^., Bd. BL 

^^■hP'' ^HaibeamUk Bd, 184. Heft 2. 19 
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Durch unendliche Summation entsteht hieraus die gewünschte 
Gleichung, sofern auf der rechten Seite die Vertauschung von Summe und 
Integral gestattet ist. Da Herr Caheii aber die wegen der unendlichen 
Länge des Integrationsweges wieder durchaus notwendige Begründung dieser 
Yertauschung unterläßt, so ist sein Beweis wiederum nicht einwandfrei. 

Bekanntlich gilt die Formel (63.) und folglich auch (64.) für alle 
komplexen Werte von x mit positiv reellem Teil, und zwar ist unter x"^ der 
Wert e"**''^'^ zu verstehen, wo der imaginäre Teil von logo; zwischen 

— ^~ und + -^ liegt. Im selben Umfang wollen wir jetzt auch die Gültig- 
keit von (62.) nachweisen. 
Man erhält aus (64.): 

b — »« 
6 — ix 

= g^/ ^■w!/«-..i,'-.^-'"i--*. 

Hieraus folgt aber sofort die gewünschte Gleichung (62.), sobald es 
gelingt zu beweisen, daß das Integral 



(65.) /' l\z)( 2: c^e-^Ax'^d: 



existiert und mit wachsendem N dem Grenzwert Null zustrebt. 

Nach Voraussetzung ist h^a^ und die Reihe f(z) konvergiert fUr 
9t(2:)>>«. Bedeutet also l, eine reelle Zahl zwischen a und ft, so kon- 
vergiert die Reihe /*(S). Daher ist 

11 = 1 I 

wo C von ^V nicht abhängt. Durch partielle Summation folgt für 91 {z) > 'C\ 
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« « A' + 1 

Also, wenn man die Glieder der Summe nach Formel (5.) abschätzt: 

Längs des Integrationsweges des Integrals (05.) ist nun 
JH (z) := ft >> ^, also zufolge der eben bewiesenen Ungleichung auch: 



■« = ^ + 1 



<2r 'f~^U-/^iv+iC''-^^ 



Daher existiert gewiß daß Integral (65.) und ist absolut kleiner als 
(66.) ^'^'j.eT''^v+l('-C)y^''|/'(/, + ^^<),r-(*+'^^ 

sofeini nur dieses letzte Integral^ loelches von N nicht mehr abhängt^ kon- 
x^ei^giert. Dies ist aber wirklich der Fall. Denn erstens beweist man leicht 
die Ungleichung:*) 

WO von n nicht abhängt. 

Zweitens ist, wenn x^\x\e'^ gesetzt wird: 

Dabei bedeutet i& den imaginären Teil von log.r, so daß nach Voraus- 
setzung — ,7 < ^ <C Y ^öt' 



*) Vgl. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, lieipzig 190G; S. 97. 

19* 
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Drittens ist auch 

\b + iu^l\<:h-\-\n\. 

Zusammenfassend erhält man also: 

Dieser letzte Ausdruck ist aber wegen ö — I^I^O von?( = — oobis 

+ 00 integrierbar; also ist es auch der erste, womit gezeigt ist, daß das in 
(66.) auftretende Integral konvergiert. Ist £1 sein Wert, so existiert also 
auch das Integral (65.) und ist absolut kleiner als 



i-S 



Da dieser Ausdruck mit wachsendem N unter jede Grenze sinkt, 
weil ja 12 von N nicht abhängt, so ist damit unser Beweis der Formel 
(62.) beendet. 

Ich möchte zum Schluß bemerken, daß wir die Gleichung (62.) für 
alle komplexen x bewiesen haben, deren reeller Teil positiv ist. In der 
inversen Formel (57.) dagegen kommen nur reelle positive x in Frage. 
Dieser Gegensatz verschwindet, wenn man bemerkt, daß das in (57.) auf- 
tretende Integral statt längs der reellen positiven Achse ebenso gut längs 
eines beliebigen anderen vom Nullpunkt auslaufenden Strahles geführt werden 

darf, der mit der positiven Achse einen Winkel kleiner als ~ bildet. Mit 

anderen Worten, es gilt auch die Formel: 






(57 K) I \z) f{z) = / F (x) af-'dx 



n j , TT 



für alle & zwischen — r und + ^^^ , die Grenzen ausgeschlossen. Der Beweis 
ergibt sich ganz wie im vorigen Paragraphen, wenn mau bedenkt, daß für 
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das Integral (49.), welches die Gammafanktion darstellt, bekanntlich dieser 
Integrationsweg zulässig ist. Bei der unendlichen Summation macht dann 
namentlich wieder das Verhalten von F(x) Schwierigkeit, wenn sich x längs 
dieses Strahles dem Nullpunkt nähert. Doch läßt sich dies Verhalten ganz 
analog bestimmen, wie wir es S. 134 f. für die reelle Achse getan haben, 
woraus dann leicht die gewünschte Formel (57».) folgt. 



Nachtrag. Während des Druckes dieser Arbeit erschienen zwei kleine 
Noten des Herrn J. Iladamard, die sich mit dem in § 4 und 5 behandelten 
Gegenstand befassen*). Da Herr Hadamard daselbst einleitend behauptet, 
man könne die Lücken der CaA^/mchen Beweisführung ganz leicht beseitigen 
und die CW^e/mchen Bedingungen dahin ergänzen, daß sie wirklich notwendig 
und hinreichend seien, so scheint es, als ob er auf wenigen Seiten weit 
über meine Resultate hinauskommt. Aber dem ist nicht so; denn Herr 
Hadamard macht alsbald die sehr weitgehende, weder von Herrn Cahen 

noch von mir gemachte Einschränkung, daß der Quotient -^ einen end- 
lichen oberen Limes hat. Nur unter dieser Voraussetzung, durch welche 
beispielsweise auch die Existenz einer absoluten Konvergenzhalbebene 
involviert wird, gelingt es ihm, die oben gefundenen Eigenschaften des Integrals 



,a + ioo 



^/ ( 1 c.e->-)'^dz 

nachzuweisen. Was dann die verbesserten notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen betrifft, die übrigens, nachdem sie in der zweiten Note wegen 
eines vorher begangeneu Fehlers nochmals eine Ergänzung erfahren mußten, 
fast auf eine Tautologie hinauslaufen, so gelten sie natürlich auch nur unter 
der gleichen Einschränkung. Für die allgemeinen Di7*ichlet%c]ie\i Reihen 
dagegen wird durch die Hadamard^che Analyse absolut nichts gewonnen. 



*) „Sur les series de Dirichlet^^, und: „Rectification a la note ,8ur les series de 
Difnchlet^^. Rendiconti del circolo matematico di Palermo, Bd. 25 (1908). 



144 



Über lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 

Koeffizienten. 

Zusatz zu den Abhandlungen des Verfassers in den Bänden 123 und 126 dieses Journals. 
Von Herrn L. W. Thovie in Greifswald. 



Es werden Einschränkungen, welche bei der Zerlegung eines homogenen linearen 
Differentialausdruckes mit algebraischen Koeffizienten in Abhandlung ßd. 123 gemacht 
waren, hier beseitigt. Dabei kommt die Arbeit in ßd. 126 über algebraische Funktionen 
in Betracht. 

1. 

In ßd. 123 S. 68 Z. 1 von unten werde statt „(? eine Konstante" die Verallge- 
meinerung gesetzt: ^c ein ganzer rationaler Ausdruck von s höchstens (a — 2)-ten Grades 
mit konstanten Koeffizienten". Hierbei bleibt das 8. 73 Gesagte bestehen. (S. 72 Z. 7 
von unten ist vor „der Koeffizient r, " einzuschieben „bei Ä>1"). Bei Bestimmung der 
determinierenden Faktoren wird der nach Nr. 6 II C zu ermittelnde Teil dann voll- 
ständig bestimmt. 

2. 

Es wird nun weiter vorausgesetzt, daß die in Abh. ßd. 123 in den Koeffizienten 
der Differentialgleichung vorkommende algebraische Funktion 8 eine Kroneckei^ch^ Funktion 
ist, über welche die Abhandlung des Verfassers in Bd. 126 handelt, d. h. eine ganze 
algebraische Funktion, bei welcher der außerwesentliche Teiler der Diskriminante das 
Quadrat eines Polynoms ist mit Linearfaktoren, die untereinander und von denen des 
wesentlichen Teilers verschieden sind. Bei a; = oo erfülle diese Funktion s folgende 
Bedingung. Wenn x=.t~^^ st^=a' gesetzt ist nach den Angaben in Abh. Bd. 123 S. 76, 
so sollen die bei ^=0 endlichen Zweige von s entweder für t=0 untereinander ver- 
schieden sein oder die Bd. 123 S. 72 angegebene Bedingung erfüllen. 

Man kann nach dem in Abh. Bd. 126 S. 69 Gesagten voraussetzen, daß eine 
solche algebraische Funktion s in die Koeflizienten der Differentialgleichung eingeführt 
sei. Bei Bestimmung der determinierenden Faktoren wird der bei a;=oo nach Abh. 
Bd. 123 Nr. 6 III zu ermittelnde Teil jetzt eindeutig erhalten. Es ist dann noch die am 
Schluß von Nr. 6 III angegebene Bedingung zu erfüllen. 

In dem Falle «' — P(x)=0, wo P(ip) ein Polynom von o; mit einfachen Linear- 
faktoren ist, hat s die angegebene Eigenschaft, und es ist der in Abh. Bd. 123 S. 76 
aufgestellte für die Regularität der linearen Differentialgleichung hinreichende Typus 
nach dem dort S. 79, 80 Gesagten zugleich dafür notwendig. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Nachtrag zu früheren Abhandlungen des Verfassers. 
Von Herrn L. W. Thome in Greifswald. 



Jüie früher in diesem Jonmal vorgetragene Theorie wird in Nach- 
stehendem vervollständigt. In den Koeffizienten der linearen Differential- 
gleichung soll rational neben der unabhängigen Variablen eine KroneckeT^mYk^ 
ganze algebraische Funktion vorkommen (siehe die vorhergehende Arbeit). 
Nun wird in Nr. 1 der allgemeinste Typus eines regulären linearen Differential- 
ausdruckes aufgestellt. Alsdann enthält Nr. 2 die Zerlegung eines homogenen 
linearen Differentialausdruckes mit Koeffizienten der genannten Art in ein 
System, dessen erster Bestandteil ein regulärer Differentialausdrnck von all- 
gemeinstem Typus ist. Hierin liegt die Verallgemeinerung der in der Ab- 
handlung des Verfassers in Band 123 Nr. 7 angestellten Untersuchungen. 
Im Anschluß daran stehen in Nr. 3 und Nr. 4 weitere Bemerkungen zur Inte- 
gration von einzelnen und von simultanen linearen Differentialgleichungen. 

1. 

Der aücjemeinste Typus eines regulären iJifferentialausdruckes. 

Der Differentialausdruck F„^ (y, s^x) ist 

(1.) dJ'+i'^~dif^i+-+P"'y' 



Die Koeffizienten p haben die Form 

(2.) 



_ 7y.(8,x) 



IUs,x) = H,,(a;)s''-' + H,,(x)s<'-' + ... + H,„(x), 
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worin die U{x)wxiA Ä(:i) ganze rationale Funktionen von x ohne gemeinsamen 
Teiler sind, s eine Kronecker^c\i^ ganze algebraische Funktion aus einer 
irreduktiblen Gleichung a-ten Grades ist (siehe Abh. Bd. 126 dieses Journals 
und die hier vorhergehende Arbeit). Der außerwescntliche Teiler der Dis- 
kriminante von s ist das Quadrat eines Polynoms 

(3.) l>(^0 = (^-6O(.t-Ä2)-(^'-6^), 

dessen Linearfaktoren untereinander und von denen des wesentlichen Teilers 
verschieden sind. Bei einem Punkte x= b (3.) sind die o Zweige von s^ s^ 
bis s^ einwertig; dieselben nehmen in x=^h bezüglich die Werte *Si, Sjbis^S^ 
an, von denen S^ bis /S^_i untereinander verschieden sind, *S^-i = *SV, 

( -j-^ ^ ist verschieden von (^^^ 

Ein „im Bereiche von s regulärer linearer Differentialausdruck'' ist 
in Abh. Bd. 123 Nr. 2 definiert. An die dort gegebenen Untersuchungen 
schlieft sich das Folgende an, um den allgemeinsten im Bereiche von s 
regulären Differentialausdruck (1.) zu bilden. 

I. Zufolge der Resultate in Nr. 2 I und II a. a. 0. ist bei einem Punkte, 
in welchem die Diskriminante von s nicht verschwindet (a. a. 0. II A.), oder in 
welchem der wesentliche Teiler der Diskriminante verschwindet (a. a. 0. II B.) 
für die Regularität von (1.) notwendig und hinreichend, dafi in p;, der 
Nenner K^{x) höchstens in a-ter Ordnung Null wird. 

Es ist nun der Ausdruck von p^ bei einem Punkte x=^b zu ermitteln, 
in welchem der aufierwesentliche Teiler der Diskriminante verschwindet. 

p^ sei der Ausdruck (2.), K^{x)^{x — by<^K^{x)^ Ka(P) von Null ver- 
schieden, pa soll bei allen a-Zweigen von s m x^b höchstens in a-ter Ord- 
nung unendlich werden. Es sei r^>>a, dann muß H^(s^x)^^^ verschwinden. 
Hais^b) ist ein Polynom von s höchstens (a— l)-ten Grades, welches für 
5=/SibisS^_i,iS^_i=>So verschwindet, daher wenn 

(4.) (s^SOIis^S,)...(s^S,^,)=f(s) 

gesetzt wird, so wird 

(5.) //,(^,Ö) = ^A^), 
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WO k eine Konstante. Dann hat 



/g \ dHa(s,b) rfy 

^ ''^ da dx 



ftlr s=2s^_i und s=s„ in x=^Ij zwei verschiedene Werte, daher kann r^ nicht 
größer als a + 1 sein. 

II. Nun seien bei dem Punkte x = b^ (3.) die Werte von s durch 

^fi^ S^2?-« ^^,a-2) 'S*^,cT-i~'^Vo bezeichnet und 

(7.) (,_s^,)(._ s^,) ... (6-.s;.„_.) =/,(.) 

gesetzt Es wird der Ausdruck 

(8.) fi'/l$l+ f?i^»(|)_+ ... + ^^^^lUi> (,,^) 

gebildet, wo die c Konstanten, und es sei 

(9.) ' tp(x) = (x - a,) (x - (/j) ... (^- a„), 

wo die a beliebige untereinander verschiedene Punkte sind. Dann folgt 
aus I, daß j)^ die Form hat 

wo Qa(^7^) ^iii ganzer rationaler Ausdruck von s und x in bezug auf 6- 
höchstens (er— l)-ten Grades, während über den Grad von x folgendes gilt. 
In (10.) sei alles auf denselben Nenner gebracht; 



^^^> ^«- if(a:) ' 

wobei gemeinsame Faktoren in x in Zähler und Nenner vorkommen dUrfen. 

Journal far Mathematik Bd. 134. Heft 2. 20 



][48 Thomd^ zur Theorie der linearen Dißerentialgleichungen. 

Die algebraische Funktion s soll bei x=<x> die Eigenschaft haben (s. die 
vorhergehende Arbeit), daß, wenn x=r\ sf = s' gesetzt wird, nach den 
Angaben in Abh. Bd. 123 Nr. 2 I, die o endlichen Zweige von s' bei ^ = 
entweder untereinander verschieden sind oder die BeschaflFenheit haben, wie 
die Zweige von s bei einem Punkte im Endlichen, in welchem der wesent- 
liche Teiler der Diskriminante von s verschwindet. Dann folgt aus dem 
a. a. 0. Nr. 2 I und 11 C. Gesagten für die Regularität von (1.) bei x = oo 
als notwendig und hinreichend, daß in (11.) der Grad von Hi{x)af^''-'^^ 
wenigstens um a niedriger ist als der des Nenners K{x). Aus dem a. a. 0. 

II C. Gesagten folgt nämlich bei ar=r\ daß, wenn in ^, s=^s'r\ die 

gemeinsame Potenz von t in Zähler und Nenner weggehoben ist, alsdann t 
höchstens in der Potenz Q im Nenner vorkommt 
Nun sei 

und 

(13.) ^ + (At + n)a-/(a-A)-a = ^A 

gesetzt. Wenn sich \n{l\{SyX)IXx))(y{x)y^ worin die c^^ noch unbestimmt 
sind, der Grad des Faktors von s''"^^ der höchstens fi—l + na ist, größer als 
kl ergibt, so sind in dem Zähler in (12.) in dem Faktor von s''"^ so viele 
Koeffizienten der Potenzen von x sukzessive gleich Null zu setzen, bis der 
Grad dieses Faktors gleich oder kleiner als k^ wird (bei ^^ <: verschwindet 
dieser Faktor). Das gibt, wenn ,u(a+l)— 1>^2 ist, Bedingungsgleichungen 
unter den Ca^(p = l,....u), in welchen dieselben linear und homogen auftreten. 
Kommt ein außerwesentlicher Teiler der Diskriminante nicht vor, so fitllt in 
(10.) P,{s,x)\{D{x)y weg. Für den Fall, daß dieser Teiler vorkommt, ist 
ein Beispiel eines regulären Differentialausdrucks, worin der Ausdruck (8.) 
nicht verschwindet, in Abh. Bd. 123 Nr. 2 (11.) gegeben. Die algebraische 
Funktion s = VP{x) , wo F(x) ein Polynom mit untereinander verschiedenen 
Linearfaktoren ist, stellt eine hier behandelte Kronecker^che algebraische 
Funktion vor, bei welcher die Diskriminante keinen außerwesentlichen 
Teiler hat. 
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2. 

Zerlegung eines homogenen linearen Differentialaiisdnickes in ein System^ dessen 
erstem* Bestandteil ein regulärer Differentialausdruck von allgemeinstem Typu^ ist. 

Diese Untersuchung besteht in einer Verallgemeinerung des in Abh. 
Bd. 123 Nr. 7 gegebenen Verfahrens und wird hier in der Weise dargestellt, 
dafi auf die a. a. 0. gegebenen Nummern von Formeln durch Zusetzen von 
Strichen hingewiesen wird. 

Die in den Koeffizienten des homogenen linearen DiflFerentialausdruckes 
F^ (y^s^x) von der Form Nr. 1 (1.) vorkommende ganze algebraische Funktion ^ 
ist also jetzt eine KroneckerÄche^ welche bei a:=c» sich, wie in Nr. 1 nach 
(11.) angegeben ist, verhält. Für die Zerlegung von F„, (y, s^x) in das System 

(l'O F„,^äQ/,s,x)=^y\f,(y\s,x) 

soll nun hier vorausgesetzt werden, da£ der im Bereiche von s reguläre 
Diflferentialausdruck F^_j^(y^s^x) dem allgemeinsten Typus angehört, wie 
derselbe in Nr. 1 angegeben ist. 

Zu a. a. 0. lA): F^Q/^s^x) habe im Endlichen x singulare Punkte. 
Dies sind die Punkte, in denen die Diskriminante von s verschwindet, 
außerdem möglicherweise noch andere Punkte. D(x) Nr. 1 (3.) ist das Polynom, 
dessen Quadrat der außerwesentliche Teiler der Diskriminante ist. D^(x) 
sei das Polynom von x mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz gleich 1 
des wesentlichen Teilers der Diskriminante. A(^) sei das Polynom von x 
mit dem Koeffizienten der höchsten Potenz gleich 1 und untereinander ver- 
schiedenen Linearfaktoren, welches in den anderen Punkten verschwindet, 
in welchen die rationalen Ausdrücke in x in den Koeffizienten von F„ (y, 5, x) 
unendlich werden. Kommt eines dieser Polynome nicht vor, so ist das be- 
treffende D gleich 1 zu setzen. Dann sei 



(1.) 



D(x)I\(x)D:,{x) = (p{x), 
(p(x) = (x—Ui) (x— 02) • • • (x—a^) 



gesetzt. F^^j,(y,s^x) habe im Endlichen noch x'(x'>0) singulare Punkte 
a,^.ibis a^+,», in denen die Diskriminante von s nicht verschwindet, und 
welche in F^(y^s^x) nicht vorkommen, und es sei das Produkt 

20* 
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(2.) (A--a,+,)(a;-fl,+2)--.(a:-fl,+,,)=;f(a;) 

gesetzt (bei ;?' = 0,xG^)=l), dann sei 

(3.) v(^")=<;p(^);j(^)- 

Der Koeffizient vonl ^^j-^ in i'm-t(y, *,«) werde durch ^i*^ be- 
zeichnet. Nach Nr. 1 (8.), (9.), (10.) hat pi*' die Form 






Zunächst wird Pi(*,a;) bestimmt. 6^ sei ein Punkt aus Nr. 1 (3.), 

i)ix)={x-b;)T)^Qc), 



(5.) 
Dann erfolgt ans (4.) 

(6.) {X - L) v/5*> = 4i^ + ^^^^ . 

Hieraus ergibt sich, da (s„_iX^,^ = (s„%^,^ ist, 

(7.) K^-^)P?\s„_„x)U„-[(x-b^)p'f\s,,a^U,^ = 

Es wird die formelle Entwicklang von />i*^(AV-M^) 'ind p^^^s^^x) bei 
a; = ö^ aufgestellt, wie a. a. O. bei (15.) angegeben ist, und durch (7.) c^^ be- 
stimmt. Dies sei für p = 1 bis ,u vollzogen und damit Pj (5, x) ermittelt. 
Nun ist 

^^'^ D{x)x^f{x) afi D{x)xp{x) 



Thome, zur Thearie der linearen Differentialgleichungen. 151 

Gemäß dem in Nr. 1 nach (11.) Gesagten ergibt sich, wenn der 
Koeffizient von s''"^ in f^{s) durch A^,a-A bezeichnet wird,- 

^''' J D(x) ip(x) - a^i ^ - aa "^ T^ D^ (b,) (^ - l>ey ' 

Nun sind die möglichen Werte der Konstanten a^x bei den singulären 
Punkten ^^(0 = 1,...;^) von F^(y^s^x) zu ermitteln. Bei einem Punkte a«, 
in welchem AO^) verschwindet, geschieht die Bestimmung von a^^? wie 
a. a. O. I Aa) angegeben ist, bei einem Punkte a^^ in welchem D^{x) gleich 
Null ist, nach den Angaben a. a. 0. I Ab«). Es ist nun der Fall zu be- 
handeln, daß a^ ein Punkt ist, in dem D (x) verschwindet, a« = b^. Das Ver- 
fahren entspricht dem von lAb/?) a.a.O. Aus (4.), (2'.) und (3'.) folgt 



D,(b,) x-^b. 



Hier wird s = s^ bis s^_^ gesetzt, dann x=b^. Daraus gehen ent- 
sprechend dem a. a. 0. bei (15.) Gesagten a— 1 Gleichungen hervor. Die 
a-te Gleichung erfolgt gleichfalls nach dem a. a. 0. Bemerkten, wenn dort in 
(15.) rechts hinzuaddiert wird 



^ '^ i>^(6^)^^^ ^ — b dx x-'b^i:,^t^ 



Aus diesen o linearen Gleichungen werden die Konstanten «^1 bis «^^ be- 
stimmt. 

Zu a. a. 0. 1 B): Es ist nun eine Gleichung in x zu ermitteln, deren 
Wurzeln die in Fm-kd/i^^^) neu hinzutretenden singulären Punkte a^^^ bis 
a^^^, sind. Dazu isf, a. a. 0. (20.), 



(20'.) 2:xp\''{sx,x) 



zu betrachten. In der Formel a. a. 0. (20.) ist gemäß (4.), (2'.), (3'.) rechts 
zuzuaddieren: 
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(20".) hi:, '''f'^"''^ 



Dies ist eine rationale Funktion von x. Dieselbe wird in den 
ganzen ond echt gebrochenen Teil zerlegt Alsdann ist der echt gebrochene 
Teil mit x mnltipliziert in der Formel a. a. 0. (23.) links zn subtrahieren. 
Das Weitere in a. a. 0. I Bb) und c) bleibt unverändert. 

Zu a. a. 0. I C): Die vollständige Bestimmung von 

;>!i*U*.«)) (a=l,...m-^). 
Es ist gemäß Nr. 1 (10.) und Nr. 2 (3.) 

(^\ O(*)(o sc) ^<>i^ + -^»(*'*l 



woraus 



(a \ ,.(») i, ,A _ (P- (*, ^ ) g (;r)) (Z), { X) Z), {x) x (x))' + Q,(8,x)D(^) 



'(^)(V'(*))» 
Dadurch wird 



(10.) 



p'^\s,x)D(x){xt,(x)y=K{s,x\ 

K(s,x) ={PXs,x) D(x)){D,(x) A(a:);f(x))H Q,(s,x)D(x). 



Es werde 

(30'.) L,(s,x) = A,,(x)s'-* + A,,(x-)s''-'+..- + A,,(x) 

gesetzt Der höchste zulässige Grad von x in A^iix) ist nach dem in Nr. 1 
nach (11.) Bemerkten: fi + (x + x')a — l{a — k) — a. Nun erhält LfC'^t^) ^ei 
dem a. a. 0. I C) genannten Punkte x = A die Form 

(31'.) k,,(s) + k,(s) (x-A) + ... + k,{s)(x-Ay, 

wo die k Polynome von s höchstens (0 — l)-ten Qrades mit zu bestimmenden 
konstanten Koeffizienten sind, der höchste zulässige Grad v bekannt ist 
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Die Bestimmung der k(s) geschieht, wie a. a. 0. I C a) und b) angegeben ist. 
Nachdem die Entwicklung (ST.) ermittelt ist, wird dieselbe auf die Form 
(30'.) gebracht. Dann ist zu prüfen, ob die angegebene Bedingung für den 
Grad in .4,;^(:r) erfüllt ist (a. a. 0. ICc.)). 

Jetzt ist aber hier noch zuzusehen, ob der ermittelte in s und x rationale 
Ausdruck für p^a^(SjX) in den Punkten, in denen D{x) = ist, höchstens in 
a-ter Ordnung unendlich wird, also nach Nr. 1, ob p^JH^?^*) ^^^ ^i® Form 
Nr. 1 (10.) gebracht werden kann. 

In L^{s^x) (30'.) wird a; = 6^ gesetzt, dann muß sich gemäß (10.) ergeben 

(11.) I.(.,6,)=c.,/;(*)/\(6,)(A(6)A(Ä);t(W- 

Diese Bedingung, aus welcher c«^ hervorgeht, muß für p = 1, .../^ erfüllt sein. 
Dann verschwindet 

(12.) L,{s,x)--{P,(^s,x)D(x)){D,{x)lJ,(x)x(x)y 

für a: = ö^(p= 1,.../^) und wird demnach gleich I)(x)Q^{s^x). 

Damit ist dann der ermittelte Diflferentialausdruck F^_j,{y^s^x) als 
regulärer nachgewiesen. Es ist nun zuzusehen, ob das zwischen den 
Koeffizienten von F„,{y^s^x\ F^^j^Q/^s^x) und fk(y\s^x) in (1'.) bestehende 
Gleichungssystem erfüllt ist (vergl. a. a. 0. IC c.)). 



3. 

Bemei'kimg über Zerlegung und Integr^ation eine?' linearen Differentialgleichung, 

Die in Nr. 2 dargestellte Zerlegung schließt an die Untersuchung 
in Abb. Bd. 123 Nr. 7 an. Nun kommt für die weitere Zerlegung und 
Integration der vorgelegten Differentialgleichung das in Nr. 8 und 9 der- 
selben Abhandlung Gesagte in Betracht Bei den a. a. 0. Nr. 8 I gemachten 
Untersuchungen treten jetzt die Begriffe: kanonische Bestandteile und Haupt- 
unterdifferentialgleichungen ganz so auf, wie wenn die Koef6zienten der 
Differentialgleichung rationale Funktionen sind (Abb. Bd. 96 Nr. 10, 11.). 
Nr. 8 II a. a. 0. wird nun bedeutungslos, abgesehen von dem Schluß, der sich 
auf die Konnexdifferentialgleichung (vergl. Abb. Bd. 122 S. 27) bezieht 
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Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung geschieht nach den 
Angaben in Abh. Bd. 123 Nr. 9. 

Was die Konnexdifferentialgleichung betrifft, so wird dieselbe nach 
Abh. Bd. 115 Nr. 8 in Verbindung mit Abh, Bd. 119 Nr. 2 hergeleitet 
Dabei werden während der Herleitung die einzelnen Zweige der vorkommen- 
den algebraischen Funktionen durch die in Bd. 119 Nr. 2 angegebene alge- 
braische Funktion S aus der irreduktiblen Gleichung * (S) = ausgedrückt, 
wodurch ohne weiteres beurteilt werden kann, ob ein ganzer rationaler Ausdruck 
dieser Zweige mit rationalen Funktionen von x als Koeffizienten verschwindet 
Die Konnexdifferentialgleichung findet Anwendung b,ei einer regulären Diffe- 
rentialgleichung nach Abh. Bd. 115 Nr. 6 I S. 124, IV S. 133. Bei anderen 
Differentialgleichungen nach Abh. Bd. 115 Nr. 9, Bd. 121, Bd. 123 Nr. 9. 

Wenn bei der linearen Differentialgleichung h\ Q/, ä, x) = 0, worin 
die ganze algebraische Funktion s beliebig ist, untersucht werden soll, ob 
der Differentialausdruck der Konnexdifferentialgleichung durch ein System 
normaler Differentialausdrttcke (die also in den determinierenden Faktoren s 
nicht enthalten sind) sich darstellen läßt, so ist zunächst bei der vorgelegten 
Differentialgleichung F^ (t/, s,x)=^0 die in Abh. Bd. 122 Nr. 1 Via.) an- 
gegebene Prüfung vorzunehmen und bei der Konnexdifferentialgleichung 
selbst die Prüfung nach a.a.O. VIb. — 

Wenn man ein System F„^ (t/, ä, x) verallgemeinerter im Bereiche einer 
algebraischen Funktion s normaler DifferentialausdrUcke aufstellt (mit einem 
oder mehreren Bestandteilen, vergl. Abh. Bd. 123 Nr. 3), in denen die deter- 
minierenden Faktoren s tatsächlich enthalten sind, so ist der Differential- 
ausdruck der Konnexdifferentialgleichung von F^(y^ 5, o:) = nicht durch ein 
System normaler Differentialausdrücke (deren determinierende Faktoren nur 
X, nicht s enthalten) darstellbar (Abh. Bd. 122 Nr. 1 IV, 123 S. 84). 

Bei einem singulären Punkte x=a von F^=0^ bei welchem die 
Zweige von s alle einwertig sind, geht F^^{y^ 5, x) bei jedem Zweige in ein 
System bei x=a normaler Differentialausdrücke über (Abh. Bd. 123 Nr. 9 S. 123). 
Daraus folgt nach Abh. Bd. 121 Nr. 5, da£ der Differentialausdruck der 
Konnexdifferentialgleichung durch ein System bei x=a normaler Elementar- 
differentialausdrücke darstellbar ist 

Dieser Differentialausdruck mit rationalen Koeffizienten hat also bei 
a; = a die genannte Eigenschaft, während derselbe sich nicht durch ein 
System normaler Differentialausdrücke darstellen läßt 
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4. 

Bemerkung über simultane lineare Differentialgleichungen. 

Bei simultanen linearen Differentialgleichungen, die rational neben der 
anabhängigen Variablen eine algebraische Funktion in den Koeffizienten 
enthalten und sich nicht als reguläre ergeben, kann an Stelle der algebra- 
ischen Funktion zunächst eine Kronecker^QYiQ algebraische Funktion ein- 
geführt werden. 

In betreff des konstanten Faktors in dem Ausdruck der Determinante 
eines Fundamentalsystems Abh. Bd. 131 Nr. 4 (2.), Bd. 133 Nr. 2 (2.) (vergl. 
Abb. Bd. 96 Nr. 21) ist zu bemerken, da£ bei regulären Differentialgleichungen 
dieser konstante Faktor direkt aus der Entwicklung der Determinante ent- 
nommen wird. Ebenso geschieht es bei simultanen linearen Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. 

Für simultane lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi- 
zienten ist das durch die Abhandlungen Bd. 131, 133 zur Integration simul- 
taner linearer Differentialgleichungen gegebene Verfahren ein direktes Inte- 
grationsverfahren. 
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XJber die Bahnkurven der Mechanik. 

Von Herrn Philipp Frank in Wien. 



JJie Gesamtheit aller Bahnen, die ein materieller Punkt anter dem 
Einfluß gegebener konservativer Kräfte durchlaufen kann, und denen der- 
selbe Energiewert entspricht, wollen wir ein isenergetisches Bahnkurvensjstem 
nennen. Jede aus einem solchen System herausgegriffene Schar heiße eine 
isenergetische Schar. Derartige Systeme sind für viele Fragen der Mechanik, 
insbesondere für die Untersuchung der kinetischen Stabilität gegenüber 
konservativen Störungen, von Bedeutung. 

Wir wollen uns auf die Ebene beschränken, wo jedes isenergetische 
System eine zweiparametrige Kurvenschar ist. 

Wenn wir uns in diesem einfachsten Fall einen Überblick über die 
möglichen Stabilitätsverhältnisse verschaffen wollen, drängt sich uns sofort 
die Frage auf, unter welchen Bedingungen eine gegebene zweiparametrige 
Kurvenschar als isenergetisches Bahnkurvensystem aufgefaßt werden kann, 
und welche Kräfte zur Erzeugung dieses Systems nötig sind. Mit der 
Beantwortung dieser Frage wollen wir uns zunächst beschäftigen, wobei 
wir der Einfachheit halber den Energiewert unseres Systems als Null an- 
nehmen, wodurch die Allgemeinheit nicht beschränkt wird. 

Wir gehen von der Jacoitschen Form des Prinzips der kleinsten 
Wirkung aus, das in unserer Terminologie besagt : Das isenergetische Bahn- 
kurvensystem, das der potentiellen Energie V{x^y) entspricht, wird von den 
Extremalen des Integrals 

(1.) fyzrv{c^) vr+y"' dx 

gebildet. Sei nun eine beliebige zweiparametrige Kurvenschar, die durch 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmt ist, 
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(2.) y''=(p{^^y^y') 

gegeben, so ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, da£ die 
Schar als isenergetisches Bahnkurvensystera aufgefaßt werden kann, die, daß 
sie sich als Extremalenschar eines Integrals von der Form (1.) darstellen läßt. 
Allgemein lautet die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, 
da£ die Schar (2.) die Extremalenschar eines Integrals 

/F(^,y^y')dx 

ist, folgendermaßen*}: 
In unserem Falle ist 



und, wenn wir der Kürze halber 

(3.) \/^^^=.f(x,y) 

setzen, 



Es maß also f(pc,y) der Differentialgleichung 

genügen. Im allgemeinen wird eine Lösung dieser Gleichung Funktion von 
Xj y, y' sein, da die Koefffzienten diese drei Variablen enthalten. Wir wollen 
die allgemeinste Lösung aufsuchen, die von y' unabhängig ist. Zu diesem 



*) Darboux^ Theorie des surfaces Bd. III. art. 604, 605. 

2V 
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Zwecke differenzieren wir Gleichung (4.) nach y\ wodurch sicher keine 
Lösung verloren geht, und erhalten: 

Wir wollen nun über (p die Voraussetzung machen, daß der Ausdruck 

die Variable y' nur linear enthält und mit dx multipliziert einen vollständigen 
Differentialausdruck bildet, da£ man also durch Quadratur eine Funktion 
V^(^>y) finden kann, für die 

.^ d(p_ __ 3(py' _öi/f ,6(/; 

^^'^ dy' i+y''^ dx'^y d'y 

gilt Diese Voraussetzung, die zunächst als willkürlich erscheint, wird sich 
später als notwendig erweisen. Es verwandelt sich durch Einsetzen von 
(6?) die Gleichung (5.) in 

(5?) ^(l„/-+^)+y-|^. (ln/-+v;) = 0. 

Es ist also f(x^y) = Ce'"^'^''^^^ wo C eine willkürliche Konstante ist, eine 
Lösung der Gleichung (5.) von der gewünschten Eigenschaft. Man sieht 
auch sofort, daß es die allgemeinste ist. Denn wären /*, und ^ Lösungen 
von (5.), die nur x und y enthalten, so folgt aus (5?). 

Da diese Gleichung identisch in y' erfüllt ist, so folgt daraus, daß In ^^- 

konstant ist, die beiden Lösungen sich also nur um einen konstanten Faktor 
unterscheiden. 
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(7.) /•(^,i/) = 6Vv(««v) 

ist also unter der Voraassetzang (6?) die allgemeinste Lösang von (5.), 
die nur x nnd y enthält. 

Es erübrigt noch zn zeigen, da£ der Ausdruck (7.) auch eine Lösung 
von Gleichung (4) ist. Da er der nach y' differenzierten Gleichung genügt, 
mu£ nur bewiesen werden, daß Gleichung (4.) beim Einsetzen von (7.) für 
einen speziellen Wert von y' erfüllt ist. Wir sehen, um für cp eine Eigen- 
schaft ableiten zu können, in Gleichung (6?) x und y als konstant und (p 
als reine Funktion von y' an; Gleichung (6?) ist dann eine gewöhnliche 
lineare Differentialgleichung erster Ordnung, deren auf elementarem Wege 
mögliche Integration die Art der Abhängigkeit des (p von y zeigt. Und 
zwar finden wir 

Es \&ßt sich also 9> jedenfalls in der Form schreiben: 

K-,y,y)=(rt,+(|^),,y'+.k-|;S-)„y+k"|;!:)„^. 

wenn wir allgemein [/(^S y, 3/')]y'=ü = (;c)» setzen. Analog finden wir 

Wenn wir diese Ausdrücke für cp und -^ in Gleichung (6?) einsetzen, 

erhalten wir eine identische Gleichung in y' und durch Gleichsetzen der 
Koeffizienten gleicher Potenzen von y' auf beiden Seiten folgt: 

(8.) 

d\p 1 / ö'g) \ XV 
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Setzen wir nun (7.) in Gleichung (4.) ein, so erhalten wir 






Vi 

für y'=0 ist aber diese Gleichung offenbar mit Berücksichtigung der Re- 
lationen (8.) erfüllt. Folglich ist (7.) auch Lösung von Gleichung (4.). 
Wir wollen nun noch nachweisen, daß die Voraussetzung (6?) not- 
wendig ist. Wenn wir nämlich voraussetzen, daß durch (2.) ein isenergetisches 
Bahnkurvensystem gegeben ist, so muß es sicher eine solche Funktion f{x^y) 
geben, daß (2.) die Extremalen von 

darstellt. Wir denken uns nun die zu diesem Integral gehörige Etiler- 
LagrangeBohe Differentialgleichung gebildet und aus ihr y" durch x^y^y* aus- 
gedrückt. Die notwendige Bedingung dafür, daß (2.) die Extremalen dar- 
stellt, erhalten wir dann, wenn wir (p (x^ y, y') der auf die angegebene Art 
berechneten Funktion von x^y^y' gleichsetzen. Sie lautet also: 

daraus folgt durch Differenzieren: 

dg> __ S(py' _ _ {^^^Ii.,f öJog/\ 
ey l+y""" V da '^y dy r 

d. h. y (^, 2/,2/') muß der Voraussetzung (6?) genügen. 

Indem wir alles Gesagte zusammenfassen, gelangen wir schließlich 
zu folgender Formulierung: 

Satz L Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür ^ daß eine 
gegebene ziveiparametrige Kui^enschar y" = (p (x, y, y') als ein isenergetisches . 
Bahnkurvensystem aufgefaßt werden kann^ besteht daiin^ daß 



/öjp_ 3yy' N 
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ein linearer homogener vollständiger Differentialausdruck ist. Die zur gegebenen 
Schar gehörende Kräftefanktion ist dann bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt^ läßt sich durch bloße Quadratur finden und lautet: 

^V{x,y) = Ce-'f(^W'^)''-=Ce'f^''^y^'''^^^^ 

Aas diesem Satz lassen sich viele Konsequenzen ziehen; so folgt leicht: 
Unter allen Kurvenscharen, die durch lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung definiert sind, gibt es eine einzige, die sich als isenergetisches 
Bahnkurvensystem auffassen läßt; nämlich die Schar aller Geraden der 
Ebene 2/" = 0, der die Kräftefunktion — V{x^y) = C entspricht 

Für das Studium der kinetischen Stabilität ist aber auch die Frage 
von Wichtigkeit, unter welchen Umständen eine gegebene einparametrige 
Kurvenschar 

(9.) y=p(^,y) 

als isenergetische Schar betrachtet werden kann und wie die zugehörige 
Kräftefunktion lautet. Ein ähnliches Problem wurde von Dainelli*) be- 
handelt, und wir wollen zunächst dessen Weg gehen. Dainelli fand nämlich 
den allgemeinsten Ausdruck für die Komponenten (-X, Y) des Kraftfeldes, 
das eine gegebene einparametrige Kurvenschar zu Bahnkurven hat. Dabei 
wird aber weder gefordert, daß die Schar eine isenergetische wird, noch 
daß das Kraftfeld ein Potential besitzt. Die Ausdrücke Dainelli^ für das 
Kraftfeld, das zur Schar (9.) gehört, sind: 



2 ds vT+y Q yrrV" ' 

wo V die Geschwindigkeit, ds das Bogenelement und (> den Krümmungsradius 
der Bahn bedeutet. Die genannten Formeln ergeben sich übrigens unmittelbar 
aus der Zerlegung der Beschleunigung in eine Tangential- und eine 



*) Giorn. di matem. d. Napoli (1881). S. auch Whittaker^ Analytical dynamics §52. 
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Nortnalkomponente. Nach der Bedentnng der vorkommenden Buchstaben 
ist offenbar 

d l / d . 6 



d _ 1 / o I . J \ 
ds ~ Kr+TpVöa: '^P dy)' 



1 ^ dx^ P dy 

Von dem Problem Dainelli% kommen wir zu dem hier behandelten, indem 
wir setzen 

y dv^ y_ err 

^~ Ö.t' ^~ dy' 

und mit Berücksichtigung von Gleichung (3.) 

JC=2/|4, Y=2f^, v-2r. 

Wenn wir das alles in die erste Gleichung Daimlli% einsetzen, so erhalten 
wir schließlich für f die partielle Differentialgleichung: 

(10.) !}^KZl_§il.,,di_di 

^^^■^ l+p' ^J^dx dy ^' 

Diese Gleichung können wir aber viel rascher erhalten, wenn wir 
wieder von der Identität jeder isenergetischen Schar mit einer Extremalen- 
schar eines Variationsproblems von der Form (1.) ausgehen, was uns sofort 
zu Qleichnng (4.) führt; nur haben wir jetzt in ihr 

y=p(x,y\ 

^ dx ^ oy 
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ZU setzen. Diese Sabstitution führt direkt zu Gleichung (10.). Um das 
allgemeine Integral dieser Gleichung zu finden, gehen wir davon aus, da£ 
sie folgendem System von gewöhnlichen Differentialgleichungen äquivalent ist: 

^l^\ dx dy rf/Cl + P*) 



P(^i3/) 1 f(^V s^^pV 



dx ^ dy> 

Wir haben zuerst die Differentialgleichung 

dy_ 1_ 



dx pQx!,y) 

ZU integrieren. Ihr allgemeines Integral sei v(^jy)=^^i ^^ S^^^ ^^^ ^}^ 
Schar der orthogonalen Trajektorien unserer gegebenen Schar (9.). Ist 
y = i](x^c) die Auflösung von Ti(x^y)=c und bezeichnen wir das Resultat 
der Substitution y = r}(x^c) in eine Funktion p(x,y) mit [p], so gibt das 
erste und dritte Glied von (11.) zusammengefaßt: 

(11?) V^+ r n^ .?i ^^ = Q- 

^ ^ f [p(l+P)J 



Setzen wir 



/ 






so lautet das allgemeine Integral von (11?) 

log /+z(^)O+;:i(^0=Ci» 

wo /i(c) eine willkürliche Funktion von c bedeutet. Setzen wir nun 
so lautet das allgemeine Integral von (11.) bzw. (10.): 
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*(^(^7y), iog/'+v'(^,y)+;:i('?))=kon8t., 

wo ^ wieder eine willkürliche Funktion bedeutet. Durch Auflösung der 
letzten Gleichung finden wir schließlich die allgemeine Lösung von 
Gleichung (10.): 

wo 01 eine willkürliche Funktion von 17 ist 

Wir können nun wieder alles über das Problem, zu einer vor- 
gegebenen einparametrigen Kurvenschar als isenergetische Schar das zuge- 
hörige Kraftfeld zu finden, Gesagte, folgendermaßen zusammenfassen: 

Satz IL Ist y^ ^p{x^y) €tne gegebene etnparametrige Schar von Kurven, 
y^fl(x, c) odei* rj (x, y) = c die Schar ihrer orthogonalen Trajekto?nen, so ist 
stets 

eine Kräftefunktion, zu der die gegebene Schar als isenergetische Bahnkurven^ 
schar gehört. Dabei ist: 



I dx^ 



dp 



WO die Integration in der Weise auszuführen ist, daß in der Funktion von 
X und y im Integranden die Substitution y=fj(x,c) gemacht wird, dann die 
Quadratur nach x aufgeführt und in der so entstehenden Funktion von x und 
c wieder c=sri(x,y) gesetzt wird. 

Au^ der genannten speziellen Kräftefunktion erhalten wir die allgemeinste 
zur gegebenen Schar gehörende durch Multiplikation mit einer toillkürlichen 
Funktion von Tj(x,y). 

Als KoroUar dieses Satzes ergibt sich: Wenn man das zu einem 
Potential V(x,y) gehörige isenergetische Bahnkurvensjstem kennt und eine 
beliebige einparametrige Kurvenschar aus ihm herausgreift, so gehört dieselbe 
Schar zu jedem anderen Potential, das man erhält, wenn man V(x,y) mit 
einer Funktion von x und y multipliziert, die längs jeder orthogonalen 
Trajektorie der herausgegriffenen Sphar konstant bleibt. 



Frank y über die Bahnkurven der Mechanik. 165 

Zam Schluß möchte ich noch eine Anwendung des Satzes II auf 
eine Frage aus der Theorie der kinetischen Stabilität machen. 

In meiner Arbeit „Über ein Kriterium fUr die Stabilität der Bewegung 
eines materiellen Punktes in der Ebene"*) habe ich es als zweifelhaft be- 
zeichnet, ob es Bewegungen eines materiellen Punktes in der Ebene unter 
dem Einfluß konservativer Kräfte gibt, die zwar absolut stabil, aber nicht 
oszillatorisch stabil in dem dort definierten Sinne sind. Wäre nun die ein- 
parametrige Kurvenschar 

oder ^=^^^^=^ 

dx X 

eine isenergetische Schar eines mechanischen Problems, so wäre die ihr 
angehörende Bahnkurve 3/=»0 offenbar absolut stabil; denn wenn ich durch 
die Geraden y^+cT und i/ = — <f einen Parallelstreifen von der Breite 2cJ 
om ^ = abgrenze, so kann ich eine Zahl 6 so angeben, daß alle Kurven, 
für die |c|<;« ist, innerhalb des gegebenen Streifens verlaufen. Ich brauche 
zu diesem Zwecke nur h<:^e9 anzunehmen. Die Kurven, für die c + ist, 
sind aber die durch konservative Störung aus ^=0 entstandenen. 

Es ist ferner klar, daß y = von keiner der Nachbarkurven ge- 
schnitten wird; die Kurve 3/ = ist also sicher nicht oszillätorisch stabil. 
Nun gestattet aber Satz II ein mechanisches Problem anzugeben, zu dem 
unsere betrachtete Kurvenschar als isenergetische Schar gehört. 

Folglich gibt es sicher Bewegungen eines materiellen Punktes in 
der Ebene, die wohl absolut stabil, aber nicht oszillatorisch stabil sind. 



*) Monatsh. f. Math. u. Phys. Bd. 20. 
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Kurvenscharen in einer Ebene. 

Von Herrn Heinrich W, E. Jung in Marburg a. d. Lahn. 



Einleitung. 

iLurvenscharen in einer Ebene sind schon öfters behandelt, aber 
soviel ich weiß, immer nur unter der Annahme, daß die Singularitäten, die 
den Kurven an gegebenen Punkten (den sog. Grundpunkten) vorgeschrieben 
werden, von besonders einfacher Art sind. 

Im folgenden möchte ich das Problem rein analytisch formulieren 
und behandeln, und zwar unter der allgemeinsten Annahme. Das Verfahren 
ist so, daß die Aufgabe zurückgeführt wird auf eine Aufgabe aus der Theorie 
der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen. Die Möglichkeit beruht 
auf den Entwicklungen des § 7. Die Arbeit ist ausführlicher, als für den 
vorliegenden Zweck unbedingt nötig wäre; sie enthält noch eine Ausdehnung 
von Begriffen aus der Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränder- 
lichen auf Funktionen von zwei unabhängigen Veränderlichen für den ein- 
fachen Fall der rationalen Funktionen zweier Veränderlichen. 



§ 1. 
Sätze aus der Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen.*) 

Es sei durch 

(1.) F{x,y)^0 



*) Vgl. zu diesem Paragraphen llemel- Landsberg ^ Theorie der algebraischen 
Funktionen einer Variablen (Leipzig, 1902); im folgenden zitiert mit H^ L. 
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ein algebraischer Körper fj definiert: die Gleichung (1.) sei in x vom Grade / 
und in y vom Grade m. Für die Umgebung einer Stelle x = a existiert 
eine endliche Anzahl von Entwicklungen der Form 

(2.) y = b,(x-ay +b2(x-ay+'", 

wo die f, ganze Zahlen sind, und wo a eine positive ganze Zahl ist. Jeder 
solchen Entwicklung wird ein Primteiler )^ zugeordnet,*) indem man definiert: 
Ersetzt man y in einer Funktion R aus fj durch die Entwicklung (2,) und 
ordnet nach Potenzen von x — a und ergibt sich dann 

R^{x—ay E(x — a)j 

wo E für x=a weder Null noch unendlich wird, so sagt man, R ist teilbar 
durch p^. 

Im allgemeinen ist in (2.) « = 1; nur für eine endliche Anzahl von 
Primteilern ist « > 1 . Diese Primteiler heißen Verzweigungsprimteiler, Man 
nennt a- 1 die Ordnung des Verzweigungsprimteilers. 

Jede Funktion aus f$ läßt sich in einer und nur in einer Weise in 
Primfaktoren zerlegen. Ist S eine Funktion aus f$, so bezeichnet man den 
Nenner von § mit n^. 

Das Produkt irgend welcher Primteiler nennt man einen Divisor. Die 
Summe aller Exponenten der in einem Divisor vorkommenden Primteiler 
nennt man die Ordnung des Divisors. Für einen Divisor, der einer Funktion 
des Körpers entspricht, ist die Ordnung immer Null. Ein Divisor heißt 
ganz, wenn alle Primteiler in ihm positive Exponenten haben. 

Unter den Divisoren sind einige von besonderer Bedeutung. 

1. Das Produkt aller Verzweigungsprimteiler, jeder in der Potenz 
genommen, die seine Ordnung angibt, heißt Verzweigungsdivisor und wird 
mit i^ bezeichnet.**) Er hängt ab von der Wahl der unabhängigen Ver- 
änderlichen X. 



*) H,L. S. 145. 
♦♦) H,L. S. 219. 



2. Es ist 
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dF ^ 3,t) ÖF^ 3,b_ 



Der hierdarch definierte ganze Divisor b heißt Doppelpunktsdivisor, weil er 
nur NoU wird an den Stellen, wo die Kurve F—0 mehrfache Punkte hat 
Die Ordnung von b ist immer gerade und wird mit 2 d bezeichnet.*) Es gilt, 
wenn p das Geschlecht des KOrpers bedeutet, die Gleichung 

p=Q-V){m-\)-d. 

Über den Doppelpunktsdivisor gilt folgender wichtige Satz:**) 
Ist R eine Funktion aus % und ist, in Faktoren zerlegt, 



R = 



_J9 



nin'f' 



•» **y 



WO Q ein ganzer Divisor ist, so läßt sich R darstellen als ganze rationale 
Funktion von x^y. Ist im besonderen >l</, /u^m, so ist diese ganze 
rationale Funktion so wählbar^ daß sie iii x höchstens vom Grade X und in 
y höchstens vom Grade fi ist. Für den Fall l<Z.l^ fi<Z'tn ist dieser Satz, 
der aacli eng mit dem iVb^Merschen Satze zusammenhängt, z. B. bewiesen 
von Hensel'Landsbei^g^ a, a. O., S. 410 fg. Aber bei dem Beweise ist nicht 
davon Gebrauch gemacht, daß l<d. Nun kann man immer durch eine 
lineare homogene Transformation neue Veränderliche a:',^' so einführen, daß 



i,f = ity, wird. 


Es wird dann 





WO @' ein ganzer Divisor ist Es wird also R als ganze Funktion von 
x\ t/' darstellbar und also auch als ganze rationale Funktion von x^ y. Daß 
die Gradbestimmung für den Fall A ^ /, ^i<m richtig ist, sieht man 
auch leicht 

Man teilt alle Divisoren in Klassen ein, indem man zwei Divisoren 
dann und nur dann in dieselbe Klasse ordnet, wenn ihr Quotient einer 



♦) H,L. S. 382. 
*♦) //, L. S. 410. 

23« 
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Funktion des Körpers entspricht. Jede Klasse ist durch einen ihrer Divi- 
soren eindeutig bestimmt. Alle Divisoren einer Klasse haben dieselbe 
Ordnung, die dann die Ordnung der Klasse heißt. Man nennt eine Anzahl 
Divisoren einer Klasse linear unabhängig, wenn zwischen den Funktionen, 
die aus ihnen durch Division mit einem Divisor der Klasse entstehen, keine 
lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anzahl der 
in einer Klasse enthaltenen linear unabhängigen ganzen Divisoren heißt die 
Dimension der Klasse. Ist )) ein Divisor, so bezeichnet man seine Klasse 
mit (p) und die Dimension dieser Klasse mit {p}. 

Sind Ö, Q zwei Klassen mit den Ordnungen </, q' und ist q ein 
Divisor aus Q und q' ein Divisor aus Q', so nennt man die Klasse des 
Divisors qq' das Produkt der Klassen Q, Q', und die Klasse des Divisors 

-5y den Quotienten der Klassen Q^Q. Diese Definition ist unabhängig von 

H 

der Auswahl von q in Q und q' in Q. Die Ordnung von QQ ist q + q\ 

die von -—^ ist q — q'. 

Unter allen Klassen ist von besonderer Bedeutung die Differenzial- 
klasse, die durch den Divisor 

definiert und mit W bezeichnet wird. Diese Klasse ist nur scheinbar ab- 
hängig von o;, da der Quotient -*: Hi ^^ ^ irgend eine Funktion des 
Körpers bedeutet, immer einer Funktion des Körpers entspricht, nämlich der 

de 

Funktion ^. Die Ordnung der Klasse W ist 2jr> — 2, wenn mit p das Ge- 
schlecht des Körpers bezeichnet wird. Zwei Klassen Q, Q\ die in der Be- 
ziehung 

QQ=W 

zueinander stehen heißen Ergänzungsklassen. Für die Dimensionen dieser 
Klassen gilt der Riemann-Rochsche Satz*) der sich in der Gleichung aus- 
spricht: 



♦) 7/, L. S. 304. 
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\Q] = \Q'\ + q-p+h 
WO q die Ordnung von Q bedeutet. 

§2. 

Die rationalen Funktionen von x. y. Primteiler erstei* Stufe. 

Es bedeute K den Körper aller rationalen Funktionen der zwei Ver- 
änderlichen x^ y. Es sei ferner A {x^ y) eine ganze rationale unzerlegbare 
Funktion von x^y. Sie sei in x vom Grade k und in y vom Grade /jl. 
Wir drücken das in Zukunft kürzer so aus^ daß wir sagen A ist vom Grade 
(i,^). Wir sagen, es ist (A, //) >> (a', /^/) wenn keine der Differenzen A — A', 
tLi—fi kleiner als Null ist und nicht beide gleich Null sind. 

Wir ordnen A einen Jh^mteiler 51 zu, indem wir definieren: Eine 
rationale Funktion R ist durch. 21* teilbar, wenn sie bei der Zerlegung in 
unzerlegbare Faktoren den Faktor A"" enthält. Wir nennen (A,^) die 
Ordnung des Primteilers 21. Ferner ordnen wir noch den Nullstellen der 

Funktionen-,- Primfaktoren 2, 9K zu, indem wir z. B. die Teilbarkeit 

durch S so definieren: Eine Funktion ist durch 2*" teilbar, wenn sie für 
unendliches x bei beliebigem y Null oder unendlich wird wie a:~". Die 
so definierten Primteiler heißen Primteiler erster Stufe. Geometrisch ent- 
spricht einem solchen Primteller eine algebraische Kurve in der xy- Ebene. 
Es gilt der Satz: Jede Funktion aus K ist in eine endliche Anzahl von Prim- 
faktoren zerlegbar und zwar im wesentlichen nur auf eine Art; so ist z. B. 

§ 3. 

Die zugeordneteii Funktionen. 

Es sei a,b ein Wertsystem von x^y. Wir setzen x — a — u und 

y—h'=v. Dabei ist unter x — a, y — b, wie Üblich -, - zu verstehen, 

wenn a, b den Wert unendlich haben. Für kleine Werte von u, v be- 
kommen wir die Umgebung der Stelle a, ä. Es sei 81 ein Primteiler und 
es sei A die ganze P^unktion aus K^ deren Zähler 21 ist Dann werde 
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wo p und a nur von verschieden sind, wenn a oder b unendlich sind. 
Wir nennen Ä{ii^v) die dem Primteiler 31 für die Stelle a^b zugeordnete 
Funktion*)^ ist /l (0, 0) = 0, so sagen wir, der Primteiler St geht durch die 
Stelle a^b hindurch. Ferner ordnen wir dem Primteiler 2 für alle Stellen 
a,6, für die a nicht unendlich ist, die Funktion 1 zu und für die Stellen oc; b 
die Funktion u. Ebenso ordnen wir dem Primteiler 9Jl für alle Stellen 
^/,6, für die b nicht unendlich ist, die Funktion 1 zu und für die Stellen 
rt, oo die Funktion v. 

§4. 

Anzahl der Schnittpunkte zweier Primteiler erster Stufe. 

Es seien 3t und 33 zwei Primteiler erster Stufe. Es sei a^b eine 
Stelle, durch die sowohl 9t als 33 hindurchgeht. Die 91 und 35 entsprechenden 
Kurven schneiden sich dann in a, b. Wir sagen auch, die Primteiler 
schneiden sich an der Stelle a, b. Die Anzahl der Schnittpunkte, die an 
der Stelle a, b zusammenfallen, definieren wir folgendermaßen. Wir setzen 
X — a = u^ y — b = v. Es sei ^4 die 2t und B die 33 zugeordnete Funktion 
für die Stelle a, i. Aj B sind ganze rationale Funktionen von ?/, v die bei 
unserer Annahme für ^/ = 0, v = verschwinden. Setzen wir /i = 0, so wird 
dadurch ein algebraischer Körper einer unabhängigen Veränderlichen definiert 
In dem so definierten Körper denken wir uns A in Primfaktoren zerlegt 
Es wird dann A einen Divisor enthalten, dessen Primfaktoren sowohl in u 
als auch in v aufgehen. Ist der Grad dieses Divisors h^ so sagen wir, die 
Primteiler 21 und 33 oder auch die Kurven 2t, 33 schneiden sich im Punkte 
a^b in h zusammenfallenden Punkten. Diese Definition ist nur scheinbar 
nicht gleichmäßig abhängig von 8t, 33. Es gilt nämlich der Satz: Die 
Resultante von A und jB, die durch Elimination von u entsteht und die 
eine ganze rationale Funktion von v ist, ist genau durch v^ teilbar. 



*) Siehe auch die Definition der zugeordneten Funktionen in meiner Arbeit: 
Primteiler algebraischer Funktionen zweier unabhängigen Veränderlichen usw., § 4. 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 26 (1908). 
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Die hier gegebeue Definition stimmt daher, soweit es sich um im 
Endlichen liegende Punkte handelt, mit der üblichen überein. Bestimmen 
wir in dieser Weise für alle Schnittpunkte die Anzahl der in ihnen 
zusammenfallenden Schnittpunkte und addieren die so erhaltenen Zahlen, so 
bekommen wir die Gesamtheit aller Schnittpunkte von ^ und f&. Es sei 
21 von der Ordnung (A,^) und ^ von der Ordnung (A',/^'); es sei ferner A 
die ganze Funktion, deren Zähler 21 ist, und B die ganze Funktion, deren 
Zähler 23 ist. Im Körper 7^ = wird unter Anwendung der Bezeichnungen 
des § 1 

A- 9 

wo g ganz ist. Nach unserer Definition ist die Anzahl aller Schnittpunkte 
von 21 und 23 gleich der Ordnung des Divisors g, also gleich der Ordnung 
von ni n-f . Aber n, ist von der Ordnung in! und n^ von der Ordnung A'; 
daher ist die Anzahl der Schnittpunkte 

(23,2l) = (2l,23) = A/.' + A>. 

Sind ö = 0, i/ = zwei algebraische Kurven vom Grade n und n' 
im Sinne der analytischen Geometrie, so ergibt sich als Anzahl ihrer 
Schnittpunkte der Wert 2nn\ währiend man im allgemeinen nur 7m' Schnitt- 
punkte rechnet. Die Kurven haben aber, wenn keine Besonderheiten vor- 
liegen, im Unendlichen einen n- und 7i'- fachen Punkt mit getrennten 
Tangenten, so daß nn' Schnittpunkte im Unendlichen liegen. Diese werden 
in der analytischen Geometrie nicht mitgezählt. Falls die Funktionen 
G^H von besonderer Art sind, können von den im Endlichen liegenden 
nn' Schnittpunkten auch noch welche ins Unendliche fallen. Diese werden dann 
aber in der analytischen Geometrie etwas inkonsequenterweise mitgerechnet. 

Das Symbol (21,23) läßt sich ausdehnen auf den Fall, daß 21 und 23 
nicht Primteiler, sondern Produkte oder Quotienten von solchen, d. h. so- 
genannte Divisoren, sind, indem man definiert 

Es ist ferner noch praktisch, wenn 21 ein Primteiler der Ordnung 
(l^fi) ist, zu definieren 
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Es ist dann das Symbol (-DijSZlj) für irgend zwei (teilerfremde oder nicht 
teilerfremde) Divisoren definiert und es ist für zwei Divisoren £1,2^, die 
derselben Klasse (§ 6) angehören 

(ö, £>) = (£!, 5t) = (2;, so, 
wie leicht zu beweisen. 

§5. 

Pnmteiler zweiter Stufe. 

Es sei a, b ein Wertsystem von x^ y^ wobei aber nicht ausgeschlossen 
sein soll, daß a oder b den Wert oo hat. Es ist dann im folgenden unter 

X'-a.y'-'b zu verstehen — , -. Es sei ferner 

'«^ X y 

(3.) y — b = ai(x — a)o + a2(X'-ä)^ H — , 

wo a, fi, £21 ... ganze positive Zahlen sind, die Entwicklung einer algebraischen 
Funktion. Wir ordnen jeder solchen Entwicklung einen Pnmteiler p zu, 
indem wir analog wie in § 1 definieren: Eine rationale Funktion von x^y 
ist durch p^ teilbar, wenn sie unter Benutzung von (3.) übergeht in eine 

durch {x — ay teilbare Potenzreihe von x—a. Dabei soll Entwicklungen, 
die auseinander dadurch hervorgehen, daß x ein oder mehrere Male den 
Punkt a umläuft, derselbe Pnmteiler entsprechen. Die so definierten Prim- 
teiler heißen Primteiler zweiter Stiife. Ist «>!, so nennen wir den 
Primteiler einen Ve7*zweigungsprimteiler der Ordnung a — 1 . 

Wir setzen ferner x—a^ti^y — b^v^ so daß p auch definiert wird durch 

Ist nun 51 irgend ein Primteiler erster Stufe und A(ti,v) seine zugeordnete 
Funktion für die Stelle a, 6, so sagen wir, 5t ist durch px teilbar, wenn 
A durch ))^ teilbar ist. 
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§6. 

Divisoren - Klassen. 

Das Produkt von irgend welchen Primteilern erster und zweiter 
Stufe nennen wir einen Divisor. Es sei 

P=^)(r•3t^..2l^a^ai'^.., 

wobei die 91 Primteiler erster und die a Primteiler zweiter Stufe sein sollen, 
und wo ferner die rr, und /?. ganze positive oder negative Zahlen sind. Ist 
(A,.,,a,) die Ordnung von 2(,, so nennen wir 

die Ordnung von P. Wir nennen P einen ganzen Divisor^ wenn erstens die 
er, alle positiv oder Null sind und wenn zweitens diejenigen unter den Po- 
tenzen a^^'^ aT^""^ ..., deren Exponenten positiv sind, in 51?* 21?» . . . Sl;" enthalten 
sind. Enthält ein Divisor nur Primteiler erster Stufe, so nennen wir ihn 
einen Divisor ei^ster Stufe. Enthält er nur Primteiler zweiter Stufe, so 
nennen wir ihn einen Divisor zweiter Stnfe. Ist im besonderen P ein 
Divisor, der durch Zerlegung einer rationalen Funktion erhalten ist, so ist 
er ein Divisor erster Stufe und seine Ordnung ist (0,0). Es gilt hier bei den 
rationalen Funktionen von x, y auch das umgekehrte. 

Es sei a, b irgend eine Stelle und es seien Primteiler zweiter Stufe 
für diese Stelle definiert durch die Entwicklungen 

(4.) y=''M V = U^^ ... V =Hj. 

Um die Ideen zu fixieren, sei etwa i^, eine gewöhnliche Potenzreihe von 
uä und es seien Uu...tia die konjugierten Entwicklungen, ebenso seien 
^a + n ••• ^a + /9 Qnd auch Ua+ß+\^ -"^fa+ß+r koujugicrte Entwicklungen, so daß 
« + /? + / = T. Es werden dann durch die Entwicklungen (4.) drei Prim- 
teiler Qi, a2, aj definiert, und zwar Verzweigungsprimteiler der Ordnung 
a — l, /:? — !, y—l. Wir nennen das Produkt 

5 -- Ui Ui U3 
Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 3. 24 
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den zu irgend einem aus a,, a2, aa gebildeten Divisor gehörenden Ver- 
zweigungsdixmor. 

Ferner bilden wir 

/'(^^ ^) = (^ - ^^i)ip - ^h) ••• {v - ^^). 

Dies ist eine gewöhnliche Potenzreihe von u^ v. Ist nun f^''^^ teilbar 
durch 

so setzen wir 

aV a? a? = j b 

und nennen den so definierten Divisor b den zu irgend einem aus Qi, Qs, Qj 
zusammengesetzten Divisor gehörenden Doppelpunktsdivüor. Der Divisor b 
ergibt sich immer als ganzer Divisor von gerader Ordnung*). 

Ist weiter p irgend ein ganzer Divisor zweiter Stufe, so können 
wir für jede Stelle, für die Primteiler in p vorkommen, den Doppelpunkts- 
divisor definieren. Das Produkt aller so erhaltenen Divisoren bezeichnen 
wir wieder mit b und nennen b den zu p gehörenden Doppelpunktsdivison 
Wir nennen den Primteiler p kanonischy wenn er durch den zugehörigen 
Doppelpunktsdivisor teilbar ist. 

Wir teilen alle Divisoren in Klassen ein^ indem wir zwei Divisoren 
dann und nur dann in dieselbe Klasse aufnehmen, wenn ihr Quotient einer 
Funktion des Körpers K entspricht, d. h. also in diesem einfachen P^all, 
wenn sie in den Divisoren zweiter Stufe übereinstimmen und dieselbe 
Ordnung haben. Die Ordnung aller Divisoren einer Klasse ist danach die- 
selbe und diese heißt auch Ordnung der Klasse. Eine Anzahl Divisoren 
derselben Klasse heißt linear unabhängig, wenn zwischen den Funktionen, 
die aus ihnen durch Division mit einem Divisor der Klasse hervorgehen, 
keine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten besteht. Die Anzahl 
der in einer Klasse enthaltenen ganzen linear unabhängigen Divisoren heißt 
Dimension der Klasse. Ist 3( ein nicht speziell gewählter ganzer Divisor 
der Klasse und ist die ganze rationale Funktion A^ deren Zähler ^l ist, nn- 



♦) i/, L. S. 382. 
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zerlegbar, so heißt das Geschlecht des durch ^4 = definierten Körpers das 
Geschlecht der Klasse. 

Es sei nun P ein Divisor. Wir stellen ihn in der Form dar 

wo 5ß ein Divisor erster und p und p' ganze Divisoren zweiter Stufe sind. 
Die Ordnung von 5ß sei (A,^). 

Jeder Divisor der Klasse (P) ist von der Form ^ y^ , wo d ein 

Divisor erster Stufe der Ordnung (A, ft) ist. Will man die ganzen Divisoren 
in (P) bestimmen, so kommt es offenber auf p' gar nicht an. Wir nehmen 

daher der Einfachheit halber an, p' sei gleich 1. Ist ferner @- ein ganzer 

Divisor der Klasse (P), so muß @ durch p teilbar sein und @ selbst ganz 
sein. Es ist also @ der Zähler einer ganzen rationalen Funktion von x^ y 
vom Grade (A, fi). Zunächst muß daher (i, ^e) > (0, 0) sein, sonst ist sicher 
die Dimension r = 0. Es ist weiter die ganze rationale Funktion ö, deren 
Zähler @ ist, so zu bestimmen, daß % durch p teilbar wird. Geometrisch 
ausgedrückt heißt das: Es sollen alle Kurven = bestimmt werden, 
die höchstens vom Grade (A,^) sind und die sich an gegebenen Stellen in 
gegebener Weise verhalten. Es ist also eine lineare Kurvenschar zu 
bestimmen. 



§7. 

Bewevi dafür, daß der Divisor p immer durch einen kanonischen 

ersetzt tverden kann. 

Es seien für die Stelle a, b Primteiler zweiter Stufe ai,a2, ... definiert. 
Wir wollen die Bedingung, daß eine ganze rationale Funktion durch einen 
aus den Qi, Qs, ... zusammengesetzten Divisor 

|) = a?»a?'--- 

teilbar ist, ersetzen durch die Bedingung, daß die ganze rationale Funktion 

24* 
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teilbar ist darch einen anderen passend gewählten Divisor q, der sicher 
kanonisch ist. 

Sind (>o und a,) genügend groß gewählte ganze Zahlen, so sind sicher 
(pß — ay,Q/—by durch p teilbar, wenn p>Po?^>^o- Wir betrachten nan 
alle ganzen rationalen Funktionen von a-^y^ die höchstens vom Grade (p,,— 1, 
a,, - 1) sind und sondern aus diesen diejenigen aus, die durch p teilbar 
sind. Da die Bedingungsgleichungen, die sich dafür ergeben, linear in den 
Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen sind, so bekommen wir eine 
endliche Anzahl von linear unabhängigen Funktionen 

i4i, ^i2, ... Ay 

von der Art, daß jede ganze Funktion, die durch p teilbar ist, sich in der 
Form darstellen läßt 

c, A, + c, A, + ... + cv A, + g, {x-ay^ + g,(y- by% 

wo die c, Konstanten und g^^ g2 ganze rationale Funktionen von ar, y sind. 
Umgekehrt ist auch jede solche Funktion durch p teilbar. 
Wir betrachten die Funktion 

i4r:=r,/l,+f2/l2+...+ 6V/l^, 

WO die Ci Konstanten sind, die wir als Parameter betrachten. Die Dis- 
kriminante von A in bezug auf y sei /. Befreien wir / von dem etwa vor- 
handenen Faktor x — a und setzen dann .r = ^/, so ergibt sich eine ganze 
rationale Funktion der c,, die mit g bezeichnet werden möge. Wir lassen 
für die c, nur solche Werte zu, für die g nicht Null wird. Diejenigen 
Wurzeln von ^4 = 0, die für x = if den Wert b annehmen, seien 

Die Anzahl dieser Wurzeln ist für die zugelassenen Werte der c, immer 
dieselbe und auch die Form der Entwicklungen dieser Wurzeln nach Po- 
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tenzen vona:— a, d. h. die Exponenten der in ihnen vorkommenden Glieder, 
während die Koeffizienten mit den c. variieren. 

Es gilt nun folgender wichtige Satz: Stimmen zwei der Entwicklungen 
ifi nach Potenzefi von x — a in den ersten s-\-\ Gliedern überein für alle zu- 
gelassenen Werte c,., so sind die Koeffizienten dieser Glieder von den c, xmab- 
hangig. Es sei etwa 



y^=:b + a, {X'-ay + a^ (o:- a)« + ... , 

h h 

y2=^b+b,(x-'ay + b^(x-'ay-\' ... 



und es sei «i = ii, «2 = 62, ••• a, = b, für alle zugelassenen Werte c,. Nun 
ergeben sich aber*) a^ und b^ als Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
y(^ = 0, deren Koeffizienten lineare Funktionen der c, sind. Soll «1 = 6, 
sein, so muß sich von der Funktion (p(C) rational der Faktor (C — «0^ ab- 
spalten lassen. Würde a^ von den c. abhängen, so würde es daher eine 
rationale Funktion der c, sein; dann aber könnte ^(^ nicht — wie es sein 
muß — eine lineare Funktion der c^ sein. Es ist also a^ von den c, unab- 
hängig und ebenso ist der Beweis für die folgenden Koeffizienten zu führen. 
Wir nennen in jeder der Entwicklungen t/. denjenigen Teil, der aus den 
ersten Gliedern besteht, soweit sie konstante Koeffizienten haben, den 
wesentlichen Teil. 

Wir bezeichnen nun mit A, eine Entwicklung, deren erste Glieder 
mit dem wesentlichen Teil von t/, übereinstimmen und deren weitere 
Glieder mindestens von derselben Ordnung sind wie das auf den wesentlichen 
Teil in ?/, folgende Glied. Außerdem soll die Ordnung der Verzweigung 
des durch /i, definierten Primteilers dieselbe sein wie die des durch y, de- 
finierten und endlich sollen die A. so gewählt sein, daß keine der Differenzen 
A,— Ai durch eine höhere Potenz von x—a teilbar ist, als nach den voraus- 
gegangenen Bestimmungen unbedingt nötig ist. 

Wir definieren nun Primteiler zweiter Stufe für die Stelle a, b durch 
die Entwicklungen 

y = hi. (i«i,2,...*) 

♦) B, L. S. 45. 
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Die 80 definierten Primteiler brauchen nicht alle verschieden zu sein. Denn 
wenn zwei der Entwicklungen A, auseinander dadurch hervorgehen, daß x 
ein oder mehrere Male den Punkt a umläuft, so sind die zugehörigen Prim- 
teiler miteinander identisch. Die so definierten, voneinander verschiedenen 
Primteiler nennen wir bi,b2r"« Wir bestimmen nun einen Divisor zweiter 
Stufe 

so, daß jede der Funktionen A^ durch q teilbar ist und nicht alle A^ einen 
der Divisoren % in einer höheren Potenz enthalten, als er in q vorkommt 
Dann gilt: Jede ganze rationale Funktion von ^, y, die durch p teilbar ist^ 
ist auch durch q teilbar und umgekehrt. Zunächst folgt ohne weiteres aus 
der Definition von q: Jede ganze rationale Funktion, die durch p teilbar 
ist, ist auch durch q teilbar. 

Um das Umgekehrte zu beweisen, verfahren wir so: Es sei B 
irgend eine ganze rationale Funktion, die durch q teilbar ist. 

Wir betrachten die Funktion 

wo die Cf Konstanten sind. Es seien ^,,^/2?««« diejenigen Wurzeln von 
C=0, die für x=^a den Wert b annehmen. Bestimmt man die Entwick- 
lungen dieser Wurzeln nach Potenzen von x — a wie bei //, L. S. 39 u. fg. 
und beachtet, daß nach Voraussetzung für y = ä, die Funktion C mindestens 
durch dieselbe Potenz von x — a teilbar wird wie die Funktion /l, so findet 
man, daß zunächst die Anzahl der ?/, gleich der Anzahl der ^, gleich k ist 
und daß ferner bei passender Wahl der Bezeichnung die Entwicklungen 
gelten 

dabei enthält ^, nur Glieder, die mindestens von der Ordnung des in ;/, auf 
den wesentlichen Teil folgenden Gliedes sind. 

Dann aber ist, wenn durch die Entwicklung 
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irgend eiu Primteiler a definiert ist, y — rii immer mindestens darch dieselbe 
Potenz von x—a teilbar, wie y — y,. Daher ist auch (y— ^i)--(2/— ^0 und 
damit auch C durch dieselbe Potenz von a teilbar wie (y—yO-'-Cy — yk) oder A. 
Es ist also C durch p teilbar, weil A durch p teilbar ist. Da aber alle 
Ai durch p teilbar sind, so ist auch — wie bewiesen werden sollte — 
B durch p teilbar. 

Es kann also für unseren Zweck p durch q ersetzt werden. Aber 
der Divisor q ist kanonisch. Es sei nämlich etwa b^ der durch h^ definierte 
Primteiler und er sei Verzweigungsteiler der Ordnung « — 1; dann ist in 
q die /?-te Potenz von hi enthalten, wenn 

(5-) (Äi-2/,) (Ai - yd-'Qix-yk) 

ß 
genau durch {x^-ay teilbar ist. Nun sei b der zu q gehörige Doppelpunkts- 
divisor und 3 der Verzweigungsdivisor, dann ist bj genau durch bf teil- 
bar, wenn 

(6.) (A.-A2)(A,-Ä3)-(A,-M 

r 

durch (x — a)<^ teilbar ist. Es ist aber Ai — A, durch dieselbe Potenz von 
x—a teilbar, wie K—yi^ also ist y<Cftj da in (5.) das Glied h^—yi vor- 
kommt, dem in (6.) kein Glied entspricht. Folglich ist q sogar durch bj 
teilbar, also sicher kanonisch. 

Es gilt noch folgender Satz: Es seien q und q' zwei kanonische 
Divisoren, die für den vorliegenden Zweck für einander gesetzt werden 
können. Es seien ferner J, J' ihre Ordnungen und 2rf, 2rf' die Ordnungen der 
zugehörigen Doppelpunktsdivisoren. Dann ist cJ— rf=c)'— rf'. Man könnte 
die Differenz J— rf etwa die charakteiistische Zahl eines kanonischen Divisors 
q nennen. 

Unter allen kanonischen Divisoren, die einander ersetzen können, gibt 
es solche von möglichst niedriger Ordnung. (Man bekommt z. B. einen 
solchen, wenn man den kanonischen Divisor in der in diesem Paragraphen 
angegebeneu Art bestimmt.) Ist diese möglichst niedrige Ordnung gleich J, 
so nennen wir 
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(gJ,Sß)-J=2A/i-fy = /) 

den Gh^ad des Divisors (5.) und auch den Grad der durch (5.) bestimmten 
Klasse. Sind l und /t hinlänglich groß, so ist der Grad nichts anderes als 
die Anzahl der Schnittpunkte irgend zweier ganzen Divisoren der Klasse 
vermindert um die Anzahl der allen gemeinsamen Schnittpunkte. 

§8. 
Die Diimnsion ;•, der Grad D und das Geschlecht p ei7ier Klasse. 

Wir hatten unser Problem zurückgeführt auf die Aufgabe, alle ganzen 
rationalen Funktionen vom Grade (i'^/u) zu bestimmen, die durch einen 
gegebenen ganzen Divisor zweiter Stufe p teilbar sind. Die Stellen, denen die 
Primteiler von p zugeordnet sind, nennen wir Grundpunkte. Es seien dies 
die Stellen a, 6;aj, 6,; —. Nach dem Resultate des vorigen Paragraphen 
können wir annehmen, daß p ein kanonischer Divisor von möglichst nied- 
riger Ordnung ist. Die Ordnung von p sei J. Es sei ferner b der zu p 
gehörige Doppelpunktsdivisor und seine Ordnung sei 2d. 

Wir bestimmen nun eine ganze rationale Funktion F(x^y), die 
folgende Eigenschaften hat: 

1. i^ sei unzerlegbar und verschwinde an den Grundpunkten. 

2. Die Entwicklungen derjenigen Wurzeln von F=0^ die für 
x=ai den Wert 6, annehmen, sollen so beschaffen sein, daß sie 
zur Definition der in p vorkommenden Primteiler benutzt werden 
können, und andere Wurzeln, die für a:=a, den Wert 6. annehmen, 
sollen nicht vorhanden sein. 

3. Der Doppelpunktsdivisor von F=0 soll mit dem Doppelpunkts- 
divisor von p identisch sein. 

4. Der Grad (/,wi) von F(x.y) soll nicht kleiner sein als (>t,.a). 
Der Divisor p kann jetzt auch aufgefaßt werden als ein Divisor des 

durch i^=0 definierten Körpers fj. Die Ordnung von p ist natürlich auch 
dann gleich (T. 

Unsere Aufgabe ist damit zurückgeführt auf die Aufgabe, alle ganzen 
rationalen Funktionen zu bestimmen, die als Funktionen des Körpers ^ 
unter Benutzung der Begriffe und Bezeichnungen des § 1 die Zerlegung 
zulassen : 
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(7.) ö(^,y)=-is» 



n:n^ 



wo g ein ganzer Divisor ist. Aber da |) durch den Doppelpunktsdivisor 
b teilbar ist, so ist, nach dem in § 1 über den Doppelpunktsdivisor an- 
gegebenen Satze auch umgekehrt jede Funktion aus %, die in der Form 
(7.) darstellbar ist, als ganze rationale Funktion von x^y^ höchstens vom 
Grade (^, a) darstellbar. Unsere Aufgabe reduziert sich also auf eine Auf- 
gabe der Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränderlichen. Die 
Dimension r unserer Klasse wird identisch mit der Dimension der durch den 

Divisor ' ^ definierten Klasse des Körpers %. Daher ist, wenn wir mit 

p das Geschlecht des Körpers % bezeichnen, unter Benutzung des liiemann- 
jRoc/ischen Satzes 

Wir betrachten nun weiterhin nur den Fall, wo die Dimension r > 0. 
Es sei dann 21 ein nicht gerade speziell gewählter ganzer Divisor aus (P). 

Unter dieser Annahme können wir die ganze rationale Funktion öTmü anstatt 

F nehmen. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, daß die so gewählte 
Funktion F irreduzibel ist, d. h. daß der Divisor 21 ein Primteiler ist. Es 
ist jetzt (/,m)=(i,,a) und infolgedessen ist der Zähler von F, der im 
Körper ^ identisch Null ist, auch ein ganzer Divisor der Klasse (P). Es 
ist daher in (8.) rechts noch 1 hinzuzufügen. Ferner wird jetzt p gleich 
dem Geschlechte q der Klasse (P). Setzen wir noch in diesem Fall 



so wird 






da aber 

so ergibt sich 
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Die Ordnung des Divisors ^ f ^ i»* 

also kleiner als Null, wenn auch nur eine der beiden Größen A,/^ hinläng- 
lich groß wird. Dann aber ist sicher / als Dimension einer Klasse von 
negativer Ordnung gleich Null. In diesem Falle nennt man die Klasse 
(P) oder auch die zugehörige Kurvenschar regulär. Für diesen Fall ist 

ir. r = (i+l)(^ + l)~(cr~rf). 

Es ist dann also die Anzahl der linear unabhängigen Kurven der Schar 
gleich der Anzahl (^ + l)(/^+l) der linear unabhängigen ganzen rationalen 
Funktionen vom Grade (it, /^) vermindert um die von A,/t unabhängige 
Zahl d—d^ die charakteristische Zahl des Divisors |). 

Weiter ist nach der Definition am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
der Grad der Kurvenschar oder Klasse (P) 

III. /) = 2A^-J. 
Aus den Gleichungen L, II., III. ergibt sich 

IV. /) = r-r' + p~2. 

§9. 

Das Produkt zweiei' Klassen. 

Es seien (P,) und (P^) zwei Klassen. Wir können annehmen, sie 
seien definiert durch die Divisoren 

% % 

wö 1^1)^2 ganze Divisoren zweiter Stufe, und zwar kanonische von möglichst 
niedriger Ordnung sind. Es liegt nahe, das Produkt der Klassen (Pi),(P2) 
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ZU definieren als diejenige Klasse, die durch den Divisor ^—^ definiert 

wird. Jedoch erweidt es sich als praktisch, das Prodakt in etwas kom- 
plizierterer Art zu definieren. 

Die Gesamtheit der in (P,) enthaltenen ganzen Divisoren können 
mit |)2 einen gemeinsamen Teiler haben. Den größten geraeinsamen Teiler 
nennen wir )f\ Ebenso sei p" der größte gemeinsame Teiler der ganzen 
Divisoren von (Pj) und |),. Sind in (P,) keine ganzen Divisoren enthalten, 
so ist p' = 1 zu setzen, ebenso ist |)" = 1 zu setzen, wenn (Pj) keine ganzen 
Divisoren enthält. Wir definieren nun das Produkt der beiden Klassen (P,), 
(Pj) durch die Gleichung 

Diese Klasse wollen wir mit (P) bezeichnen. Man zeigt leicht, daß die 
Definition unabhängig ist von der Wahl der Divisoren ^,, ^2 innerhalb der 
Klassen (P,), (P2). Wir benutzen die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
und geben allen auf die Klasse (P<) sich beziehenden Größen den Index z, 
während wir alle sich auf (P) beziehenden Größen ohne Index lassen. 

Wir beschränken uns weiterhin auf den Fall, daß die drei hier vor- 
kommenden Klassen mindestens die Dimension 1 haben und daß in jeder 
der Klassen wenigstens ein ganzer Divisor enthalten ist, der ein Primteiler 
ist. Es werde nun die Ordnung des Divisors p'|)", die immer gerade ist, 
mit 2k bezeichnet. Es ist dann, wenn die Ordnungen von (P,) und (P2) 
hinlänglich groß sind, k die Anzahl der festen Schnittpunkte der Kurven 
der Schar (P,) mit den Kurven der Schar (P2). Die Anzahl der übrigen 
Schnittpunkte bezeichnen wir mit L Da die Zahl aller Schnittpunkte gleich 
Kth + hf^\ ist, so ergibt sich die Gleichung 

(9.) /:+ 1= i, fJ2 + ^2/^i' 

Ferner wird 

(10.) a,/^) = ai + i2,/^l + ^2), 

(11.) ^=^d, + if, + 2k. 

25* 
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Weiter findet man für den zu p gehörenden Doppelpunktsdivisor 

woraus durch Vergleichung der Ordnungen folgt 

(12.) 2rf = 2rf, + 2G?2 + 2^ oder rf=rfi + rf2 + A. 

Es ist also, da |)i, p2 in kanonischer Form angenommen und also durch 
bi, bz teilbar sind, auch p durch b teilbar; daher hat auch |) die kanonische 
Form. Durch Anwenden der Formeln des vorigen Paragraphen ergibt sich 

r = r' + (^+l)Cu + l)-.(J~./) 

und mit Benutzung der Gleichungen (9.) bis (12.) 

I. r = r^ + ?*2 + z — 1 + r' — r\ — 1\. 

Ebenso folgt 

III. p = (^-l)(/^-l)-rf = (>i + P2 + «-l. 

Damit sind die Hauptformeln aus der Theorie der ebenen Kurvenscharen, 
und zwar unter den allgemeinsten Annahmen, hergeleitet. 
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Zur Determinanten -Lehre. 

Von Herrn I^uis Saalschütz in Königsberg i. Pr. 



1/er nachfolgende Aufsatz behandelt in § 1 ein einfaches neues 
Bildungsgesetz der Determinanten gerader Ordnung. In § 2 folgt zum 
Zweck der Durchführung ehies Beispiels zu § 1 ein Satz über halbsymme- 
trische Determinanten. Der § 3 bringt als das erwähnte Beispiel die bereits 
von Glaisher erwiesene Reduzierbark eit einer Zirkulante (2m)-ter auf eine 
solche m-ter Ordnung, aber in direkter Darstellung. In § 4 wird die Ordnung 
der darstellenden Determinante noch um eine Einheit erniedrigt In § 5 
endlich wird im Anschluß an § 4 eine spezielle Hankeh^Yk^ Determinante 
behandelt. 

§1. 

Jede Determinante gerader Ordnung läßt sich als Quadratwurzel einer 
halbsymmetrischen darstellen; da nun letztere das Quadrat einer rationalen 
Funktion ihrer Elemente isty gelangt man zu einem neuen Bildungsgesetz oben 
genannter Determinanten. 

Es sei nämlich 



(1-) 



/)= 



rt, «2 • 


.•«2m 


6, hf 


..6.. 


Pip2 


-Ptm 


qiq^' 


••^2«, 



^^ + nibj...pj„_iq^, 



SO ist aach, mag m ungerade oder gerade sein: 
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(2.) 



l^= +?i ^-q-i — + q-tm 

+ 



+!Ä, -\-K - +b,^ 



— rt, — flj ••• —a. 



2in 



= D'; 



das Resnltat der Multiplikation der beiden Determinanten D* mit D ergebe: 



(3.) 
darin ist 



«n = «1 9i - ^1 i^i ± - + 7^1 ^1 - 9i ^^ = , 

«l2 = «l92-*i;>2±-'+Jt>l62-?l«2, 

0^21 =^2 </l - kPt ± ••• + ^2 ^1 - ?2«1 = - ^12, 



(n=2m) 



and ebenso überhaupt 



(4.) 



also 



(5.) 



«,i = «.9;.-^«P;.± - +Px6i-</«ai, (ili.'vüD 



«'., = 0, a.i = -rti., 



also mit Benntzang der üblichen Bezeichnung für die Pfaf-Jacobische Funktion: 



(6.) 



/)*=(l,2,3,...2«i)\ 



Was nnn das Zeichen von D betrifft, so ist das letzte Glied der 
Funktion (1,2,. ..2m): 

der erste Faktor desselben a, ,,„ enthält den Summand »,92„, der zweite 
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Faktor enthält den Summand — b2p2m-i usw., der letzte Faktor den Summand 
(— l)* "*"'/! 5r„,^,, wenn f^g die in der Mitte der Buchstabenreihe a^b^...f^g^ 
.*• p^ q stehenden Buchstaben sind; daher kommt unter den Summanden des 
Gliedes ai,2«,-*«m.m + i auch (abgesehen vom Vorzeichen) das Produkt 
öfifi2--'A5^m+r"P2m-i92m voi", uud uirgefids andersico^ und das Vorzeichen 

m — \ m 

dieses Produktes ist für ungerades m: (—1)"^, für gerades m\ (—1)% was 

w» (m— 1) 

man in (— 1) ^ zusammenziehen kann: Da nun in D das Diagonalglied 
«162— i?2m-i?2m Ißt, SO folgt aus (6.): 



(7.) 



m («• — 1) 

/> = (-!) "'-^^(1,2, 3,. ..2m), 



Von der Bequemlichkeit dieser Methode möge man sich etwa bei 
einer in reinen Zahlen gegebenen Determinante 4. Ordnung gegenüber der 
Zerlegung in 4 Determinanten 3. Ordnung überzeugen. 

§2. 
Als Beispiel eignet sich der Beweis eines Satzes von Glaisher über 
die Ztrkulanten (oder kyklischen Determinanten*), doch schicken wir einen 
Satz über halbsymmetrische Determinanten voraus: 

Wenn diejenigen Elemente a^x ^^^i^* halbsynxmetrischen Determinante 
(ßmyter Ordnung r=-S'+a„ ö22-' •02^,2»«? bei denen die Summe de?- Indizes 
x+l eine gerade Zahl ist, verschwinden^ so läßt sich dieselbe durch eine 
Determinante m-ter Ordnung ausdrücke?!, nämlich 



(8.) F=(l,2,3,...,27n). 



«12 
«32 



«34 



«1,2m 



^3, 2m 



«^m — 1,2 «2m— 1,4 «2m — 1,2m 



-''(2m) • 



Beweis. Sind 21 und i ungerade, g und p gerade Zahlen und u<Zij 
g<Cp^ 80 ist, da der Voraussetzung nach ««» = 0, 



*) Siehe Pascah Determinanten, Leipzig 1900, S. 73 fF. Herr Pascal^ dem ich 
die Gleichung (7.) und ihren Beweis privatim mitgeteilt hatte, war so freundlich^ mir 
einen Beweis zu schicken, den er auf die Laplacesche Regel gegründet hat. 
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Bezeichnen wir ferner die P/a//'8che Funktion 2?n-ter Ordnung (1,2,- -^m) 
mitP(27n) und die P/a/schen Funktionen (2 rn — 2)- ter Ordnung in folgender Art: 

(A-,^+l,...2m,2,3.../:-2)=/it (*=3.5,...2m4-i) 

(Kyklo8=2, 3, ...2m, 2; also (2m+ l)-kykli8ch = 2), dann ist, wie bekannt, 
da ^13,^15 usw. verschwinden, 

(10.) (l,2,...2r/l)=a,2P3 + aHP5+-- + öl.2m-2P2m-l+«1.2,«P2m+i; 

und ordnen wir irgend ein l\ (Je als ungerade gedacht) so um, da£ ab- 
wechselnd eine ungerade und eine gerade Zahl auf einander folgen, und 
sowohl die ungeraden Zahlen unter sich, wie die geraden Zahlen unter sich 
steigende Reihen bilden, wodurch 1\ in N^ übergehe, so überzeugt man sich 
leicht, daß gemäß den Regeln betreffs der Vertauschung von Zahlen in der 
P/a/fschen Funktion 

(IL) iV,=(3,2,5,4,...^-2,Ä:-3,^^^•+l,...2m-l,27/0=(-l)~^~V^ 
wird; somit ist 

(12.) (l,2,...2'm)=./,,iV3-.a,,iV5±-+(~l)"^-'iV^2.-, +(-1)"-^ ^2.+ i 
wobei insbesondere 

P2m+i=(2,3,...2m-2,2m-l), i\r,^^i=(3,2,5,4,... 2m-l,2m-2). 

Nun ist durch (9.) bewiesen, daß 

P(4) = (1,2,3,4)=Ä(,,; 

somit sind (unter HinzufUgang oberer Indizes zur Bezeichnung der Ordnung) 
fUr m=3, iV?=(3,4,5,6), iV?=(3,2,5,6), iV*=(3,2,5,4) Partial- Deter- 
minanten ans i2(6), und somit nach (12.) 
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folglich sind fttr m=4: 

AT=(3,4,5,6,7,8), iV«=(3,2,5,6,7,8), 
.Vf=(3,2,5,4,7,8), iV3=(3,2,5,4,7,6) 

Partial-Determinanten ans i?,8) und daher nach (12.) wieder 
und in gleicher Art ist der Beweis allgemein za führen. 
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§3. 

Die Voraussetzung des vorigen Satzes trifft, nach der Umformung 
gemä£ (4.), bei den Zirkalanten gerader Ordmtng zu, d. h. bei Determinanten 
der Form: 



(13.) 



t'2m == j ^l ^2 Ö3 ••• ^^2m-l ^r> 



^m ^1 ^2 ••• ^2m-.2 ^m-1 

Hier ist nach der durch Gleichung (4.) dargestellten Regel 

(14.) «l.2Jb + l = {«l<«2»-^2^/2*-l + a3r^2*-2+ «2*ai} 

+ {«2* + 1^2m"-«2t + 2^2n,-l± •" + «2m-.l «2t + 2 — Ö2m «^* + l} = , 

ebenso ist bei zyklischer Verschiebung 



(15.) 



«A,2* + A — W. 
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Hingegen ist 
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(16.) a,.„= 2: (-l)*"'a*a»i-»+ J: (-l)*-'a*a2m+«-* 



und weiter 

{2k — l 2m 

Ä = l-f-r A = 2Jfe 

+ i (-l)*-'fl*a»-»} = (-l)"a.,n 

A = l J 



m+2*-A 



Im besonderen ist 

(18.) 
(19.) 



^l+wi,2*-i» — ("~ 1)"* ^1,2*7 
««,i = — «, + l,;i-l=««f2,A-2 USW., 



(2*>m) 



d. h. der Wert eines Gliedes a.^ bleibt angeändert, wenn man den einen 
der beiden Indizes um eine gerade Zahl erhöht und den andern um dieselbe 
Zahl vermindert, und noch 



(20.) 



^x + #i/i,Ä + t'm — ("" 1)"* ^jf,;i? 



worin 6 und e' gleich + 1 oder —1 und voneinander unabhängig sind. 
Hieraus folgt, daß alle Elemente a^x gleich einem (oder dem im Zeichen 
entgegengesetzten) E/lement der Reihe 



(21.) 



^12 j ^23 9 ^7 ••• ^»»,»« + 1 



sind. Infolge der Gleichung (15.) ist nun (mit Rücksicht auf (7.) und (8.)). 



m(wi — 1) 

(22.) (-1)— ^— a„.= 



^12 ^14 ^16 ••• ^l,2m 
Ö32ÖJ34 ^3« ••• ^3, 2m 
^52 ^54 ^56 ... (l^^im 

(Ip2^r*^y6 ... fly 2w 



(rr=2m— 1) 
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Betrachten wir diese Determinante näher, so sehen wir erstens^ dafi 
die Diagonale bei ungeradem m aas den Elementen 

«j2 <^34 (l^, . . • (l,„^ ^ ^ 1 ^^4-2, m + 3 • • • ^2m- 1, 2m ) 

bei geradem m aas den Elementen 

^'l2^'^34^Wi-'« ^m-l,m^*^in + l,m+2»«« ^m — l,2w 

besteht, welche man gemäß (20.) im ersten Fall darch 

((12 (h* • • • ^'m , m-4- 1 ^32 ^54 • • • ^/i., »I- 1 5 

im zweiten Fall darch 

^I2^'34««'^^m-l,m^l2^34«««^m-l,iii 

ersetzen kann; — zweitens^ dal} die Elemente, welche anf einer der Neben- 
diagonale parallelen Linie stehen, wegen (19.) einander gleich sind. 

Im speziellen ist irgendeine Zeile der Determinante in (22.) von 
der Form 

^'2*4-1,2 ^'2Ä +1,4 ••• ^A4-1,2Ä^2A4-1,2A-f2«'« ^^A+l 2m? 

Statt dessen kann man nach (19.) setzen für ungerades h: 

^A + 2,A + l^A4-2,A + 3^A + 4,A + 3««»^2Ä4.1,2A««»; 

für gerades h: 

%+l,Ä-4-2^A-|-3,A4-2 ^A+3,A4-4»» • ^2*4-1, 2Ä ••• • 

Dabei ist, wenn beide Indizes größer als m werden, die Gleichung (20.) 
anzuwenden, nämlich 



^m + M,m + X — 



^Mi für gerades m 
ax^ für ungerades m. 



Das SchluiJglied ist für A=0 (1. Zeile der Determinante) bei geradem m: 

26* 
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öm+i,m) bei ungeradem m: «„,,^+1; ist h>Q und gerade, so ist dasselbe 
«A + 1 . A 1 fli r ungerades A : a^ , a + 1 . Die letzte Zeile (A = m — 1 ) ist für ungerades m : 



für gerades m: 



^»«,m4-H ^/« + 2,m + l — ^127^27 ^34? • • • ^^in, ;«— H 



^m-4-l»»/i ? ^m+ 1 ,//i4-2 — ^12 ? %i) ^34 ? • • • ^w — 1 , m • 



Infolge dieser Bemerkungen erweist sich die Determinante in (22.) als 
Zirkulante in Übereinstimmung mit dem (jfowÄerschen Satz. 
Wir haben z. B. fUr ?n=5 und m=4: 



(23.) 



an= 



^12 0^32 ^^34 ^54 ^^56 
a^2 ^-^34 ^^54 ^5G ^12 
^34 ^^4 ««, ^J2 «32 
«54 «5(> «12 «32 «34 
«50 «12 «32 «34 «54 



c«= 



^12 «32 «34 «54 
«32 «34 «54 «12 
«34 «54 «12 «32 
«54 «12 «32 «34 



§4. 

Wir ziehen aus der ursprünglichen Form von Cj^ in (22.) noch einen 
Schluß. Wir bilden die Summe der Elemente der ersten Spalte in (22.). 
Aus 62^ in (13.) folgt gemäß der Regel (4.) als 1. Glied von a^.^i a^a^^ 
als 1. Glied von a^^'* a^a^^ usw., daher als 1. Glied der Summe 

S = ai2 + «32 + «52H h «2m-l,2 

dieses: («i + «3 + «5H h «2m-i)«i; ebenso ist die Summe der S.Glieder von S: 

(«3 + «5+ — +«2m-l + «l)«2,.-l oder («i+«3+--+«2m-l)«2,«-l 

USW., also die Summe aller Glieder mit positivem Vorzeichen: 



(«i + «3 + «5+ ••• + «2m-i)'; 



Saalschutz^ zur Determinanten - Lelirc. 



195 



in ganz ähnlicher Weise ergibt sich die Summe der 2., 4, ... 27n-ten 
Glieder in S: 



= - iP'i + «4 + ^Ci H h «2 «. )' , 



folglich ist 



(24.) »S = («i + a2+a3+-.. +a2m)(^^i-<^2 + «i-<^± o^,,). 

Nun ist aber die Summe der Elemente der anderen Spalten ebenfalls gleich 
iS, wie aus dem Anblick von (23.) deutlich zu sehen; schreiben wir also 
statt der Elemente der 1. Zeile in (22.) die Summe der Elemente der be- 
treffenden Spalten, so können wir S vorziehen und dadurch den Grad der 
Determinante um eine Einheit erniedrigen. Da aber bei dem Übergang von 
(22.) zu (23.) keine Umformung eingetreten ist, sondern die Elemente der 
Determinante nur andere Bezeichnungen erhalten haben, so können wir, der 
Anschaulichkeit wegen bei den Beispielen bleibend, die erwähnte Prozedur 
auch in der Form (23.) der Determinante vornehmen und erhalten dadurch: 



Ci„ =i> 



«34 — «32 «64 — «34 «5l. " «A4 «12 — «56 



«54 - «34 «Äi - «54 «12 



•«.U. «Vi 



a 



12 



«5(i — «54 «12 — «5«i «32 — «12 «34 — «32 
«12 — «56 «32 — «12 «34 — «32 «54 ^ «34 

Cs = S aj4 — «32 «54 — «34 «12 — «54 
«54 - «34 «12 — «54 «32 " «12 
«12 - «54 «32 — «12 «34 — «32 



Was endlich die Elemente «12, «23 usw. selbst anbetrifft, so ist 

«12 = «'l + (-l)'"«'i+l-2(a2a2«-«3«2,«-l+«4«2,«-2+ ••• + (-l)'"«„.«m + 2), 



und die andern 023, «34, usw. folgen hieraus durch zyklische Erhöhung aller 
Indizes um je eine, bzw. je zwei Einheiten usw. 
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§5. 

Die Determinanten in C\o nnd Cs sind Spezialfälle der Hankehc\itfi 
Determinante*) 



(25.) 



^2 fh'"K^iK 



nämlich solche, bei denen die Summe der 71 im allgemeinen voneinander 

verschiedenen Elemente b^ + b^-^ h ^n verschwindet. Eine solche läiit sich 

durch Ümkehrung der vorhin angewandten Prozedur auf eine zirkuläre Deter- 
minante n-ter Ordnung zurückführen, was für ein gerades n zu empfehlen 
ist, sie läßt sich aber auch direkt behandeln. Da jedoch die Methode ähn- 
lich derjenigen bei der Auswertung der allgemeinen zirkulären Determinanten 
ist, so möge hier nur das Resultat angegeben werden. 

Bezeichnen «i, «,, ... rr^^i die Wurzeln der Gleichung 



(26.) 

und setzen wir 

(27.) 
wobei 
(28.) 



x' — l 



:0 



V;(«)=6,+ i,«+Ä3«' + - + 6,a-', 



= b^ + b,+ b, + - + b„ 



voraosgesetzt wird, so ist die obige spezielle Hankekche Determinante 
(n— l)-ter Ordnung: 



(29.) 



H= 



(»-t-2 )(«-l , 
(-1) ' 



n 



--•V^K)V^(a2)...V(«— i)- 



*) Siehe Pascaly Determinanten S. 67. 
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Z. B. ist fttr n=ö und bei Einführung der Bezeichnungen 

L,=^(b,+b,y+(b.A-b2b,+b,b,) 
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die Determinante 



62 6, 64 6s 
6j 6« 6i 6, 
64 6s 6, 6, 



:-m + dL,L, + Ll). 
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Nouvelles applications des paramfetres 
Continus ä la thöorie des formes quadratiques. 



Denxi^me Memoire. 

ßecherches sur les parallelloedres primitifs. 

Par M. Georges Voronol ä Varsovie. 



Introduction. 

Jueä m^thodes connaes de r^daction des formes quadratiques positives 
binaires, ternaires et qnaternaires*) reposent sur ane propri^t^ des formes 
quadratiques positives, ä savoir: 

Chaque forme quadratique positive ^ £ ^^u^i^i <* ^^ variables possede 

1=1 >=i 

da?is tensemble E compose de toiis les systemes (arj, ajj, ... ^„) de valeurs entih*es 
des variables Xi^X2^...x^ n minima consecutifs 

J/,<.V2<...<3/, 

determines ä condition que le determinani lo (Tun systhne 

(^0 ('115 ^2n •••m)i ('127^2?V C2)? ••' (^In? '2w7»*« '«») 

de representations de ces minima dans Fensemble E ne s'annule pas. 



*) Lagrange^ Recherches d'Arithmetique. (Oeuvres, t. III, p. 695.) 

Gaufi^ Disquisitiones arithmeticae. (Oeuvres, t. I, art. 171, p. 146). 

Lejeune-Dirichlet^ Über die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit 
drei unbestimmten ganzen Zahlen. (Oeuvres, t. II, p. 41.) 

Minkowski^ Sur la reduction des formes quadratiques positives quaternaires. 
(Comptes Rendus des seances de l'Acadc^mle de Paris, t. 96, p. 1205.) 
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Daus touB les cas oü on a 

on peut transformer la forme quadratiqne donn^e JSSa^x^x^ en une forme 
äquivalente ä Taide d'nne Substitution 

n 
Xi= 2: hk^k» (»=1.2,...«) 

it = l 

Dans la forme transform^e JSJSa^XiXj^ on aura 

a[^ = Mj,. (*=5i,2,...«) 

La forme obtenue JS2:(i^XiXj s'appelle reduite d'apr^s les minima 
consecutifs. 

Les formes quadratiqnes positives binaires, temaires et quatemaires 
penvent Stre r^dnites d'apr^s les minima consecutifs.*) L'algorithme ä Taide 
duquel on effectue la r^duction de ces formes est fond^ sur le tb^or^me 
suivant 

Pour qxiune fonrne quadratiqne positive 

f(Xi^X2^ ...x^^2:2:a^XiXj (»»=2,3,4) 

6'OÄ reduite d'aprks les minima consicutifsj ü faut et il suffit qu'on ait les 
inegalites 

(2.) /'(^l,^,-..^*~l, l,•^* + l,■•.^n)>«** (*=l,2....n) 

et 

(3.) «ll<«22^--^«nn, 

quelles que soient les valextrs entieres des va7*iables 

M/j • • • • Xj^ I > Xj^ 4» 1 1 • • • X^ • (« ^ 1 ,*»... nj 



*) Korkine et Zolotareff^ Sur les formes quadratiques positives. (Mathematische 
Annalen, t. 6, p. 336 et t. 11, p. 242.) 
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Ell faisant 

(4.) Xi^^x'i+diUft oü dk = et 1 = 1, 2,. ..74, (*=i.8. ...,.) 

011 determiiiera pour la forme doniiee /(^'i,^, •••^n) les uombres eutiers 
^n ••• ^ifc~n ^*+M--^^n ä coiidition que la vaienr correspondante f(ßi^... ^k-i^ I7 
^it + i) •-• ^f.) soit la plus petite possible. En faisant saccessivemeut A::= 1, 2, ... /; 
et en repetant le procede expose, on transformera toujours ia forme donnee 
ä i'aide d'une serie de sabstitations (4.) en nne forme qni ue diff^re de la 
forme rdduite que par une permutation des coefficients (n = 2,3,4). 

Le proced^ expos^ dans le cas g^n^ral ne peat Stre non plus pro- 
longe ind^finiment et on arrivera toujonrs ä une forme quadratique equi- 
valente S^a'^^x^Xj qui v^rifie les in^galites (2.) et (3.), mais on ne connait 
pas, ä partir du nombre des variables n>4, si les coefficients a[j,(Jc = \^2^...n) 
dans la forme obtenue presentent un Systeme de minima cons^cutifs, de plus: 
on ne connatt m^me pas, si la reduction de chaque forme quadratique posi- 
tive d'apr^s les minima consecutifs est possible. 

On se debarrasse de la difficulte signalee par le changement de la 
notion du Systeme de n minima consecutifs en ne consid^rant que les 
systömes (1.) qui verifient Tequation 

w = ± I. 

C'est la m^thode connue d^IIennite*) qui a €t6 recemment reprise 
par M. Minkowski dans le memoire intitul^: ^ Diskontinuitätsbereich für arith- 
metische Äquivalenz"**). 

En partant comme M. Minkowski de la mgme base: des travaux de 
hejeime-Dirichlet et i'IIenmte concemant les formes quadratiques positives, 
j'ai travaill^ pendant douze ans dans un autre champ de recherches, 6tudiant 
les propriet^s des syst^mes de nombres entiers qui repr^sentent le minimum 
de la forme 

n n n 

2: 2: aij XiXf + 22: cti^i 



•) Het^mite^ Extraita de lettres a Jacobi sur differeuts objets de la theorie des 
nombres. (Ce Journal, t. 40, p. 302.) 
♦♦) Ce Journal, t. 129, p. 220. 
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dans Tensemble E^ la forme quadratique SSa^jXiXj etant positive et 
o,,a2, ...or^ les param^tres arbitraires qaelconqaes. 

Dans le cas n = 2, le probl^me pos^ a ^t6 rdsolu par Lejeune- 
Dirichlet et par Hennite*). 

En r^fl^chissant aux principes qni ont servi de base dans ces recherches 
k ces deax iiinstres g^om^tres, j'ai observ^ qne le probl^me ^nonc^ est 
intimement ii^ an probl^me de la r^dnction des formes qnadratiques positives. 

En effet, Lejenne-Dtrichlet et Ilermite ont ddmontr^ le thdorfeme saivant 

Les conditions necessaires et svffisantes pour qne Tiyiegalite 

ax^+2bxy+cf+2ax+2ßy^0 

sxibsiste^ qitelles qne soient les valeurs entieres de x et y, se ramenent en general 
ä six inegalites 



(5.). 



ar+2blm+cm^±2(al+ßm)>Q, 
ar+2Ärm"+cm"^±2(«r+/?m")>0, 



oii les systemes de nombres entiers 

{l,m),{i:,m') ei {r,m") 

ne dependent que des coefficients de la forme quadratique (a, 6, c). 

En envisageant les param^tres a et ß comme les coordonnöes cart^siennes 
d'un point («,/:?) du plan, ou döterminera par les in^galit^s (5.) un bexagone 
P qui est form^ de trois paires d'arßtes paralleles. L'^tude des propri^t^s 
de Thexagone P joue un role important dans les recherches de Lejeune- 
Dirichlet qui a indiqu^ deux proprietes fondamentales de Thexagone P. 

L II existe un groupe de trarislations de Hiexagone P ä taide desqnelles 
tout le plan sera couvert par les hexagones congincents, 

II. Chaque forme quadratique positive binaire peut etre transforrnee 
en une forme equivalente (ö, ö, c) satisfaisant aux conditions 

(6.) a-b>0, 6^0, c-6>0. 



*) Lejeune- Dirichlet, Memoire cite. 

Hermitey Sur la theorie des formes quadratiquas ternaires. (Ce Journ., t. 40, p. 178.) 
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Uhexagoiie P correspondant ä la forme (a^b^c), daiis le cos 

a-b>Q, 6>0, e-6>0, 

est caracterise par les systemes 

(7.) (1,0), (0,1), (1,-1). 

Dam les cos a — 6 = 0, ou b = 0^ ou c— 6=0, thexagone P se reduit 
ä un Parallelogramme. 

Les in^galites (6.) definissent un domaine D de formes qaadratiqaes 
binaires qui est parfaitement d^termin^ par les systömes (7.). 

A Taide de la Substitution 

on transformera le domaine D en un domaine />' d^fini par les in^galit^ 

(8.) «+6>0, -6>0, c+6>0 

qui est caract^ris^ par les systemes 

(1,0), (0,1), (1,1). 

Ou appelle r^duites d'apr^s Helling les formes quadratiques positives 
binaires qui v^rifient les in^galit^s (8.)*). 

Eu effectuant toutes les transformations du domaine D ä l'aide des 
substitutions 

x=px' + qy\ y==p'x'+q'ij 

ä coefficients entiers et ä d^terminant + 1 , on obtient un ensemble (/)) des do- 
maines de formes quadratiques binaires. 

L'ensemble (/)) des domaines partage uniform^ment l'ensemble de 
toutes les formes quadratiques positives binaires, c est-ä-dire: une forme qui 

*) Selling, Über die binären und ternären quadratischen Formen. (Ce Journal, 
t. 77, p. 143.) 
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est int^rieare ä nn domaine quelconque D de reusemble (/)) n'appartient 
ä ancan antre domaine de cet ensemble; ane forme qni est int^rieare ä nne 
face du domaine D n'appartient qn'ä an autre domaine de Tensemble (/)) 
qni est contigu an domaine D par cette face. 

Les r^snltats expos^s m'ont amene ä nn nouvean point de vne sur 
le Probleme de r^dnction des formes qnadratiqnes positives. 

Le problhne de reduction des fortnes quadratiques 2>ositwes coiisiste en 
wie partition uniforme de P ensemble des foi^mes quadratiques positives ä taide 
des domaines de formes^ determines ä taide des iiiegalites lineaires et jouissant 
de la propriete que chaque Substitution ä coeffidents entiers et ä determinant 
±1 ne change pas t ensemble (D) de ces domaines. En partageant Fensemble (D) 
en classes de domaines equivalents et en choisissant les representants de toutes 
les classes 

(9.) 7^,/A,...A.-i, 

an appelle7*a reduites les foi^mes quadratiques qui appartiennent ä ces domaines, 

On pourrait ajonter les couditions suppl^mentaires aux domaines (9.) 
en demandant: 1.) que ?/i = l, 2.) qne les formes quadratiques positives qui 
sont int^rieures au domaine D ne soient pas equivalentes et eufin, 3.) que 
le nombre des in^galit^s Unfaires qui d^finissent le domaine D soit le plus 
petit possible. 

J'esp^re revenir une autre fois au probl^me pose de la reduction des 
formes quadratiques positives. 

Dans ce memoire, je me borne ä l'etude des domaines de formes qua- 
dratiques qu'on obtient en g^n^ralisant les resultats expos^s des recherches 
de Lejeune-Dirichlet et A'Hermite pour les formes quadratiques positives k 
un nombre quelconque de variables. 

L'hexagone de hejeune-Dirichlet peut 6tre remplace pour les formes 
quadratiques positives ä n variables par un poly^dre convexe de Tespace 
aualytique ä n dimensions. 

Pour une forme quadratique positive JSSa^XiXj^ le polyfedre corre- 
spondant R präsente un ensemble des points (a,) v^rifiant Tin^galit^ 

(10). ^^(iij ^i Xj + 2 2 a, X, > 

dans Tensemble E. Le poly^dre R peut 6tre d^termine ä Taide des iu- 
^galit^s ind^pendantes 
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dont le nombre 2 t ne d^passe par nne limite 

27<2(2'^-l). 
Les systömes de nombres entiers 

(11.) + (hl? '2I) ••• 4l)? i (u2? ^22? ••• <ii2Jj ••• X V^lT? ^7? ••• ^«t) 

d^finissent par les ^quations correspondantes 

2 t faces ä 71— 1 dimensions du polyMre R. Comme ces faces se partagent 
en T paires de faces paralleles, j'appelle parallelo^dre le polyfedre R correspon- 
dant ä nne forme qnadratiqne positive qnelconqne. 

Les syst^mes (11.) jouissent de plnsienrs propri^t^s importantes. 

1. Poiir qaun Systeme (Zj, li^... Q apjyartienne ä la serie (ll.)? H faxU 
et ü suffit que deux systhnes (A , 4 ? • • • ^n) ^^ ("~'n — 4 > • • • — 4) soient les 
seules representations du nnnimum de la foime JSJSUijXiXj dans rensenible 
cornpose de totes les systhnes de 7iomhres entiei's qid smit congnis au Systeme 
(/i,/2>«««0 P^'^ rapport cm moduJe 2, le systdme 4=0 , 4 = 0, ...4 = 
etant exclu. 

2. Parmi les systdmes (IL) se tronvent toutes les representations du 
viinimum anthmetique de la forme qnadratiqne positive ^Sa^^x^x^. 

3. Parmi les systemes (IL) se trouvent tons les systhnes -(l.) qui 
representent n minima consecutifs de la forme 22ayX^Xj. 

4. Tons les detei^minants qiion peut former de n systhmes qnelconques 
appartenant ä la serie (iL) ne depassent pas en valenr numeriqne nne 
limite n\. 

En ddsignant par le Symbole S^ le nombre de faces ä v dimensions 
(i/=0, l,2,...n— 1) d'nn parali^lo^dre /f, j'ai txouv^ qne 

.S,< (/i+1 -lO^^"~''K^")« = l- (.^«0,1,2,...— 1) 
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En faisant v=^0 dans cette in^galit^, on obtient 

^;,<(n+i)!, 

donc le nombre des sommets d'an paraileio^dre R ne depasse pas nne 
limite (n+1)!. En faisant y=n--l, on obtient 

«_,<2(2--l). 

Je d^montre dans ce memoire qu'il existe des parall^lo^dres pour 
lesquels le Symbole Sy s'exprime par la formale 

6V = (n+ l-y)J^^-'\7n%^^. {>=o.i,2....n-i) 

Tons ces parall^lo^dres sont primitifs. 

La notion des parall^lo^dres primitifs joue an röle important dans 
mes recherches. 

Je sais arriv^ ä la notion des parall^lo^dres primitifs en observant 
qae les parall^lo^.dres poss^dent la propri^t^ I des hexagones de Lejeune- 
Dirichletj ä savoir: 

I. // existe un groxipe de traiislations dun paralleloedre R ä Taide 
desquelles on remplit uniformement tespace analytique ä n dimensions par les 
paralleloedres congruents. 

D^signons par (/?) Teusemble des paralleloedres qai sont d^finis 
par Vin^galite 

^n^i«-«4 ^tant des nombres entiers arbitraires. Chaque Systeme (/,) de 
nombres entiers caract^rise un paralleloedre de l'ensemble (/?)• 

Je demontre qae Tensemble (R) des paralleloedres correspondant aax 
diff^rents syst^mes (/,) de nombres entiers remplit uniformement Tespace ä 
n dimensions. 

Le groupe correspondant de translations du paralieio^dre R defini 
par les inegalites (10.) est compose de vecteurs [X^ qui sont determines par 
les egalites 
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^. = - 2:«.*/*, 0=1,2,...,) 



k=l 



/i,/2,...4 ^tant des nombres entiers arbitraires. 

Chaqne sommet (a^) des parall^lo^dres de rensemble (R) appartient 
aa moins ä n + 1 parall^lo^dres. J'appelle simple an sommet (a,) qni 
n'appartient qn'ä n4- 1 parall^lo^dres de Tensemble (B) et j'^tablis nne notion 
de parall^Io^dre primitif commme il snit: 

On appelle paralleloMre primitif un paralleloddre dont tous les sommets 
sont simples. 

Tous les parall^lo^dres qni ne sont pas primitifs sont dits imprimitifa. 
A ce point de vue, l'hexagone de Lejeune-Dirichlet präsente un parall^lo^dre 
primitif et chaqae parall^logramme est nn parall^lo^dre imprimitif ä deux 
dimensions. 

Chaqae parall^lo^dre imprimitif est nne limite des parallölo^dres 
primitifs et pent 6tre envisag^ comme nn cas de d6g6n6rescence des paralle- 
loedres primitifs. 

Je partage les parall^lo^dres primitifs en types diff^rents en carac- 
t^risant an type de parall^lo^dres primitifs par un ensemble (L) de Simplexes 
corr^latifs aux diffi6rents sommets des parall^lo^dres qui appartiennent k 
Tensemble (Ä). 

Un sommet pareil (»<) est d^t^rmine par n+1 ^quations 

2^ayli^lj^ + 2 -2"«, ln=A. (*=(M,2,...,.> 

A 71+1 syst^mes de nombres entiers 

je fais correspondre un Simplexe L en le d^finissant comme un ensemble 
de points qui sont d6termin6s par les 6galitös 

n n 

Xi= 2 ^hhk'i OÜ 2^d;t=l et ^*>0. (»=<M,2.....i.*=l, 2,...«) 

*=0 t = <) — 

L'ensemble (L) des Simplexes qui sont corr^latifs aux sommets de 
Tensemble {R) de parall^lo^dres primitifs jouit de propri6t6s importantes» 
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1. L'ensemble (L) de Simplexes partage unifoi^memefit tespace ä n 
dimensions. 

2. En effectuant les diff&reiites tt^anslations dun Simplexe de tensemble 
(Jj) le long des vecteurs [/,] qui sont detemnines par les nombres entiers 
arbitraires /i,A,.../n> on obtient une classe de Simplexes congruents qui appar- 
tiennent ä Fensemble (L). 

3. Le nombre des Simplexes incongruents de tensemble (Ju) est fini. 
La propri^t6 II des hexagones de Lejeime-Dirichlet pour les parall^- 

loMres primitifs pent 6tre g^n6ralis6e comme il suit: 

IL Toutes les formes quadratiques qui definissent les parallelohdres 
primitifs appartenant au type caracterise par tensemble (L) de simplexes sont 

interieures ä un domaine de formes quadratiques ä T dimensions defini 
par des inegalites lineaires. 

J'obtiens les in^galit^s lin^ires qui döfinissent an domaine D de formes 
quadratiques correspondant ä nn ensemble (L) de simplexes en examinant 
les ar^tes incongruentes des parall^lo^dres primitifs appartenant an type 
caract^ris^ par l'ensemble (L) de simplexes. 

Chaqae sommet (cr^) des parall^lo^dres primitifs de l'ensemble (R) 
appartient ä ri+l arßtes [«,,«<*] de ces parall^lo^dres (ä: = 0, l,2,.../i). 

En posant 

on pent d^terminer le param^tre positif q^j de mani^re qne les nombres 
PikiP2k^'"Pnk soient entiers et ne poss^dent pas de diviseur comman. Je 
d^montre qne le param^tre (>« s'exprime par une fonction lin6aire 

(12.) (>,=^-2'y^a., 

des coefficients de la forme qnadratiqne donn^e SZa^jX^Xj^ les coefficients 

6tant rationnels. 

J'appelle r^gulateur de Tarnte [«.,0^] la fonction p* d^termin^e par 
la formale (12.); le Systeme (p^i) est dit caract^ristique de Tarnte 

Journal fär Mathematik Bd. 134. Heft 3. 28 
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Comme Tarnte [<X{, a,J est corr^lative ä nne face P^ ä n — 1 dimensions 
du Simplexe L qui est correlatif an sommet (a,), j'appelle la fonetion (12.) 
regxilateur de la face Fj, et le Systeme ±(^,0 caracteristtqtie de la face 
Fk dii Simplexe L (^ = 0, 1, 2, ... n). 

En d^signant par 

9k et ±(Prt), (t=l,2....a) 

les regalatenrs et les caracteristiqües de toates les faces incongraentes 
ä n — 1 dimensions de Tensemble (L) de Simplexes, je demontre le theoreme 
important snivant: 

Le domaine de fonnes quadratiqiies qui est caracterise par Fefisemble 
(L) de Simplexes est defini par les inegaUtes lineaires 

(}k = ^^p^^aij>0. (*-i,2,...a) 

Tons les domaines de formes qnadratiqaes que j^ai etüdies dans ce 
memoire possedent nne propriet6 remarqnable: ils sont des domaines 
simples, c'est-k-dire le nombre des in^galites independantes qni les 

d^finissent est egal ^—^ — ^^ • 

Une antre colncidence a attire depnis longtemps mon attention: 
c'est la relation qni existe entre les resnltats expos^s dans ce memoire et 
cenx qni ont ^te obtenns dans mon prelnier memoire intitnl^: „Snr qnelqnes 
propri^tes des formes qnadratiques positives parfaites''*). J'ai observ^ qne Ten- 
semble de caract^ristiqnes ± (p«) , A == 1 , 2 , . . . a n'est antre chose qne Tensemble 
de tontes les representations dn minimnm d'nne forme qnadratiqne pairfaite qi. 
Le domaine D on bien corncide avec le domaine R correspondant k la 
forme parfaite % on bien presente nne partie de ce domaine. 

Malgre tons mes efforts, je n'ai pas renssi k d^convrir le lien qni 
rattache les denx problemes expos^s et qni semblent Stre si diflf^rents, 
abstraction faite d'nne formnle remarqnable 

qui fonrnit Texpression d'nne forme qnadratiqne arbitraire SJtai/XfXj en fonetion 
des r^gnlatenrs Qi{k = 1^2^...a) qni sont de^termin^s par la formnle (12.). 

♦) Ce Journal, t. 133, p. 97. 
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Dans cette formnlt (Oj,(k = l^2^...a) sont des nombres eiitiers positifs 
qui ne d^pendent que des faces correspondantes des Simplexes de Vensemble(L). 

Anx diff^rents types de parall^lo^dres primitife correspond nn ensemble 
(/)) des domaines de formes quadratiques. Uensemble (/)) partage nni- 
form^meDt Tensemble de tontes les formes quadratiques positives ä n variables. 

J'expose dans ce memoire nn algorithme k l'aide duquel on peut 
determiner tous les domaines de formes qai sont contigns ä an domaine de 

Tensemble (/)) par les faces ä — J" ^ — 1 dimensions. Cet algorithme 

se ram^ne ä nne certaine reconstrnetion de Tensemble (/>) de Simplexes en 
Hn antre ensemble {U). 

L'ensemble (/>) des domaines de formes se transforme en soi-mgme 
par toates les sabstitutions ä coefficients entiers et k d^terminant + 1. En 
partageant Tensemble (Z>) en des classes de domaines Äquivalents, on obtient 
ä Taide de Talgorithme expos^ les repr^sentants 

des classes diff<6rentes de domaines appartenant ä Tensemble (D). 

En appelant r^duites les formes quadratiques qui appartiennent aux 
domaines obtenus, on ^tablit une m^thode nouvelle de r^duction des formes 
quadratiques positives. 

J'ai appliqu^ la th^orie g^n^rale expo»6e ä T^tude des deux types de 
parall^lo^dres primitifs de Tespace ä n dimensions qui correspondent au do- 
maine principal des formes quadratiques et aux domaines qui sont contigus au 

domaine principal par les faces ä -^^^-i — 1 dimensions. Le domaine 
principal est d^fini par les in^galit^s 

^a,^>0, (1=1.2, ...») 

J'^tudie en detail les parall^lo^dres de Tespace ä 2, 3 et 4 dimensions. 

Dans Tespace ä 2 dimensions, il n'existe qu'un seul type de parall6- 
lo^dres primitifs, k condition qu'on ne consid^re pas comme diff<^rents les types 
Äquivalents; c'est Thexagone de hejeune-Dirichlet. 

L'ensemble (/>) des domaines est compos^ dans ce cas d'une seule 
classe dont le repr^sentant est le domaine principal d^fini par les in^galit^s (8.). 

28* 
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Dans Tespace ä 2 dimensions, il n'existe qn'nne senle espece de 
paralleloedres imprimitifs — c'est le parall^logramme. 

Dans Tespace k 3 dimensions, il n'existe qu'un seul type de paralle- 
loedres primitifs — c'est nn poly^dre ä 14 faces dont 8 sont hexagonales et 
6 sont paralieiogrammatiques. 

L'ensemble (/)) des domaines est compose dans ce cas d'nne senle 
classe dont le reprösentant est le domaine principal. En appelant r^dnite 
nne forme qnadratiqne positive temaire aa:'+a'y^+a'V4- 26y^+26'^a:+26"a:y 
qni appartient an domaine principal d^termine ä l'aide des in^galites 

on arrivera ä la methode de r^dnction des formes qnadratiqnes positives 
ternaires due ä Selling*). 

Dans Tespace ä 3 dimensions, il existe 4 especes de paralleloedres 
imprimitifs, ce sont: 1.) le paralieiopipede, 2.) le prisme k base hexagonale, 
3.) le dodeca^dre parallölogrammatiqne et 4.) le dod^caedre k 4 faces 
hexagonales et k 8 faces paralieiogrammatiques. 

Dans l'espace k 4 dimensions, il existe trois types de paralleloMres 
primitifs. L'ensemble (Z)) des domaines est compose de trois classes de do- 
maines de formes qnadratiqnes qnaternaires. 

J'ai determine les trois representants de ces classes 

/), /r, //'. 

En appelant reduites les formes (jnadratiqnes positives qnaternaires 
(|ui appartiennent anx domaines />, D' et /)", je snis arrive k nne modi- 
fication de la methode de rednction des formes qnadratiqnes positives qnater- 
naires due k M. Charve*). 

Jnsqu'k present, je n'ai considere que les paralleloedres qni sont 
definis par les formes qnadratiqnes positives. 

On peut envisager le probl^me de partition nniforme de Tespace 
analytiqne k n dimensions par des poly^dres convexes congrnents indepen- 
damment de la theorie des formes qnadratiqnes. 



*) Selling^ Memoire cite. 

**) Charve^ De la rcductioD des formes quadratiques quaternaires positives 
(Comptes-Reodus des seaoces de TAcademie de Paris, t. 92, p. 782 et Aonales de TEcole 
Normale superieure, 22. serie, t. XI, p. 119). 
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En appelant parall^lo^dre chaque poly^dre convexe qni jouit de la 
propri^t^ I, je d6montre le remarquable th^or^me süivant. 

En effectuant toutes les transformations lineaires possibles a Taide du 
groupe continu de substitutions 

4r = l 

ä coefficients reels quelconques dun paralleloidre primitifj on ohtient un en- 
semble de paralleloedres primitifs qui est parfaitement ditermine par une classe 
de formes quadratiques positives equivalentes^ ä condition qu'on ne considhre 
pas comme differentes les formes quadratiques ä coefficients proportionnels. 

En vertn de ce th6or6me, le probl^me de partition aniforme de l'espace an 
dimensions par des paralleloedres primitifs coDgraents se ram^ne tonjours k l'^tude 
des paralleloedres primitifs correspondant anx formes quadratiques positives. 

Je suis porte k croire, sans ponvoir le d^montrer, que le theor^me 
enonce est aussi vrai pour les paralleloedres imprimitifs. 

Les paralieioedres de Tespace k 2 et k 3 dimensions ont 6t6 etudi^s 
par M. Fedorow*) qui a d^couvert k Taide de consid^rations purement g^om^- 
triques Texistence de deux esp^ces de paralleloedres dans Tespace k 2 dimen- 
sions et Texistence de cinq especes de paralleloedres dans Tespace k 
3 dimensions. M. Fedorow a demontre qu'il n'existe pas d'autres paralle- 
loedres dans Tespace k 2 et k 3 dimensions. 

Les paralleloedres k 3 dimensions de M. Fedorow jouent nn röle 
important dans la theorie de la stmeture des eristaux**). 



*) Fedorow^ Elements de la theorie des figures. St. Petersbourg, 1885 (en rosse). 
Fedorow^ Reguläre Plan- und Raumteilung. (Abhandlungen der K. bayer. Akademie der 
Wiss., HCl., XX Bd. II Abt. München, 1899.) 

Yoyez aussi: Minkowski^ Allgemeine Lehrsätze über die convexen Polyeder. 
(Nachrichten von der Eönigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen^ Mathem.- 
physikalische Klasse, 1897, p. 198.) 

**) Voyez: Fedorow^ Cours de la Cristallographie. St. Petersbourg, 1901 (jen russe), 

Soret, Cristallographie physique. Geneve, 1894. 

Schönfliea, Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig, 1891. 

Sommerfeldt^ Physikalische Kristallographie. Leipzig, 1907. 
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Premiere partie. 

Partition uniforme de Tespace analytiqne k n 
dimensions ä Taide des translations d'nn m3me polyödre convexe. 



Sectios L 
Propri^t^ g6n6rales des parall^loMres. 



Sur les polyidres convexes ä n dimensions. 

1. On appellera point de Tespace analytiqne k n dimensions chaqae 
Systeme (a:,,a:i2,...^J, on simplement (:r,), des valenrs reelles des variables 

Envisageons nn Systeme d'in^galit^s Unfaires 

n 
(1.) (hk-\: £ (^ik ^i^^ (* = l.2,...a) 

k coefficients r^els qnelconqnes. 

On dira que Tensemble R des points v^rifiant les in^galit^s (L) est 
k n dimensions, s'il existe des points satisfaisant anx conditions 

On les appellera points int^rieurs k Tensemble R. 
Principe fondamentar). Pour que Vensemble R des points verifiant les 
inegalites (1.) soit ä n dimensions^ ü faut et il suffit que Vequation 

Po + 2;^ Pik K* + -^'a,.^ a:,) = 



*) Le principe enonce ne differe que par la formulation du principe fondamen- 
tal expose dans mon premier memoire intitule: Sur quelques proprietes des forme» 
quadratiques positives parfaites. (Ce Journal, t. 133, p. 113.) 
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ne se reduise pas ä une identiU tant que tous les paramdtres (foi(fij*^* 9o ^ö^' 
posiHfs ou nuls. 

Definition I. On appellera polyedre convexe chaque ensembie des points, 
verifiant un Systeme dinegalites lineaires^ ä condition que cet ensembie sott 
bome et ä n dimensions. 

2. Admettons que les in^galit^s (1.) d^finiBsent an polyedre convexe 
R et Bupposons que tontes les in^galit^B (1.) soient ind^pendantes. Dans ce 
cas, le polyedre B poss^de a faces k n— 1 dimensions qai sont d^finies par 
les ^quations correspondantes 

«0* + -2*0^^1 = 0. Ct=l.2,...a) 

Definition II. Supposons quun point (a,) appartenant ä R verifie les 
equations 

(2.) a^ir+JSairXi=OJ (r«i.2,.,./i) 

et qu'on ait les inegalites 

Designons par v le nombre des dimensions de V ensembie P(y) compose 
des points appartenant ä R et verifiant les equations (2.). On appellera face 
ä V dimensions du polyedre R t ensembie P(i/) (i/äO, 1, 2, ... n — 1). 

Dans le cas v = \^ on appellera ar6te du polyedre B nne face P(l) 
et dans le cas i^=^0, on appellera sommet da polyedre R ane face P(0). 

Poor plas de g^neralite dans les notations, on d^signera par le 
Symbole P(n) le polyedre R lui-m6me. 

Sons cette restriction, on peut 6noncer la proposition saivante: 

Chaque point apparteyiant au polyedre R est interieur ä une face P (y) 
de ce polyddre^ oü v = 0, 1, 2, ... n. 

3. Supposons que le polyedre R poss^de s sommets 

Designons par 

(«.0, 0^0)7 --(O 

tous les sommets de R qui v^rifient les Equations (2.).^ , 
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Theorhne^. La face P(y) ä v dirnenstons (»^ = , 1 , 2 , . . . w) du 
polykdre R definie par les equations (2.) presente un ensemble de points 
determines ä Faide des egalites 

m 
Xi^ £ 9r^ir oh -2*^^=1 et d^>0. (r=l,2,...w) 

r=l 

Ensemble des domaines ä n dtmensions correspondant aux difßrerUs sommets 

d'un polyHre convexe. 

4. Sapposong qa'an sommet (a^) du poly^dre R soit d6termin6 par 
les ^qnations 

(1.) a^t.+2afiXi = 0. (*=i.2,...^) 

Definition. On appeUera domaine correspondant au sommet (a,) t en- 
semble A des points determines ä taide des egalites 



ti 



(2.) Xi= 2! (fj,an oii g^>0. (*=i,2,...;,) 



k = l 



D^ignong par 
(3.) Ai^ Az^ ••• A^ 

leg domaines correspondant aux diff^rents sommets 

(««)» (««)» .•• (O 

du polyMre R. En vertu de la d^finition ^tablie, Tensemble (3.) de do- 
maines jouit des propri6t6s suivantes: 

L Tou^ les dommnes de t ensemble (3.) sont ä n dimensions. 

Admettons que le domaine A d6termin6 par les 6galit^ (2.) ne soit 
pas k n dimensions. 

Tous les points (xi) appartenant au domaine A v^rifieront au moins 
une 6quation lin^ire 

SpiX.^O. 



*) Voyez mon memoire cite, n" 12. 
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En vertu de (2.), on aura 

(4.) ^Spiünt^O. (*=1,2,...A4) 

Comme les ^qnations (1.) d^finiasent an sommet («<) du poly^dre R^ 
on troavera parmi les systömes 

(«11 , . . . «„,) , («12 , . . . «„2), . . . («t„ , . . . Cl^fj) 

n syst^mes dont le d^terminant ne s'annale pas; il s'ensuit que les ^galitös 
(4.) sont impoBsibles. 

IL Chaque point de Tespace ä n diviensions appartient au moins ä un 
domaine de tensemhle (3.). 

Soit («,) an point arbitraire. Examinons les sommes 

-2" «,«,.*, c*=i,2,....) 

et sapposons qaa la plas petite somme JS'a.c^, corresponde aa sommet (c;,) 
d^fini par les eqaations (1.)- On anra les in^galit^s 

En vertn da th6or^me da n^ 3, on obtient 

quel qae soit an point (x^ appartenant aa poly^dre R. 
On en conclnt qae les in^galit^s 

-S'ai«, — -2'«^^>0 et «o*+-2'«aa;^>0 (*«i.2,...a) 

ne penvent pas d6finir an poly^dre ä n dimensions et, en verta da principe 
fondamental da n" 1, on aara ane identit^ 

oü 

eo>0, (>>0, Qh>^' (* = l,2,,..a) 

Journal für Mathematik. Band 134. Heft 3. 29 
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En faisaot x, = aj dans cette identit^, il viendra 

a 

et comme d'apr^s la supposition faite 

tant que k — ju+1^ ... o^ il est n^cessaire que 

Po = 0, p^^i = 0, ... pa = 0, 



donc 






On en tire 



^ ^* ^ ^,\ ^* 






donc le point (a.) appartient au domaine A. 

III. i/n ^omf qui est inteii£iü* ä wie face A (y) (i^ = 0, 1, 2, ... n) dun 
domaine quelconque de tensevible (3.) nappartieiü qicaux domaines de Ten- 
semble (3.) qui sont contigus par la face A (v). 

AdmettouB que le point (a.) soit Interieur k nne £ace A(y) du 
domaine A. 

En d^signaut par 

(«.1)5 («.3), -..(O? ^<i" 

les points qui caract^risent la face A{y)^ on pent poser*) 

ai= ^ fi^Ui^ oü (fk>0. c*=i.2....T) 

Admettons que le point (a,) soit interienr ä nne autre face A'(y') d'un 
domaine A' qui correspond k an sommet (a[). On peut poser 

t' 

Cii=^ 2: pWih oü (f[>0. (A = 1.2....if) 

A = l 



*) Voyez mon memoire cite, n® 13. 
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En vertu de ces 6galit^8, on anra ane identit^ 

(5.) Po + 2: p* (««* + ^(lu ^i) = 2: p; («0*+ 2a[, X,). 

En faisant dans cette identit^ ^«=«0 on obtient 



et il en r^Bulte qne 

eo>0. 

En faisant dans Tidentit^ (ö.) Xi=^a\y on obtient 
par suite eo=0 et 



a=i,2,...T) 



De la m6me mani^re, on trouve 

On en conclut qne les deux faces A(y) et A'(v') co'fncident*). 
En vertu des propri^tes d^montrdes de Tensemble (3.) de domaines, 
on dira que cet ensemble partage uniform^ment l'espace ä n dimensions. 

Definition du groupe des vecteurs. 

5. Definition 1. On appellera vecteur t ensemble des poinis determines 
ä Vaide des egalites 

(1.) Xi^ai + u^aZ — ai) ou 0<w<l, 

(«,) et («/) etant deux points quelconques diffei^ents. 

On d^signera le vecteur d^termin^ ä Taide des ^galit^s (1.) par le 
Symbole [a„ aj]. Dans le cas a,=0 (i=l,2,...n), on d^signera le vecteur 
correspondant par le Symbole [«,'] et on Tappellera vecteur du point (aj). 
• Definition II. Supposons qne 

(2.) ^.],^3],...[i.-] 



*) Voyez mon memoire cite, n" 20, p. 133. 
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soient les vecteurs des points arbitraires (^t.i)» (^«a)»«.-!^*»)- On appellera 
groupe de vecteurs re/isemble G des vecteurs determines ä faide des egalites 

tu 

4=1 

i , 4 j • • • L Steint des iiombres entiers arbitraires. 

On appellera base du groupe G de vecteurs les vecteurs (2.). 

Translation des polyedres. 

6, Definition. Effectuons une transformation Ivieaire dtu?i jwlyedre R 
ä Faide ctune Substitution 

(1.) Xi=Xi—Xi^ (.«1.2,...«) 

les coefficie7its liji^y...l^ etant arbitraires. On dira quon a effectue une 
translation du polyedre R le long du vecteur [ij. 

Supposons que le polyedre li soit determin^ par les in^galit^s 

aii^+2:aitXi>0. (*=i,v....<j) 

Le polyedre transform^ R' sera d^termiu^, eu vertu de (1.)^ par les 
io^galit^s 

g,,^ + ^a,L U'i — K) > « (*»i,2,...<T) 

ün appellera congruents les polyedres R et R'. 

7. Soit G un groupe de vecteurs. En effectuant les translatioDS 
diff^rentes du polyedre R le long des vecteurs appartenant an groupe G, 
on formera un ensemble (R) de polyedres congruents. 

On dira que Tensemble (i?) de poly^res congruents partage uni- 
form^ment l'espace k n dimensions aux conditions snivantes: 

I. Ckaque point de Tespace a n dimensions appartient au mains ä un 
polyedre de tensemble (R). 

II. Un point qni est interieur ä une face quelconque P(y) (^=0, 1,2, ...w) 
dun polyedre de tensemble (/?) n appartient qu aux polyedres de Vensemble {R) 
qui sont contigus par la face P{y). 
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Definition des paralleloidres. 

8. Definition. On appellera paralleloedre chaque polyhdre convexe R 
possedant un groupe G de ti^anslations ä Faide desquelles on peut remplir 
uniformement tespace ä n dimensions par les polyedres congruents au 
polykdre R. 

Ed verta de la definition ^tablie, les parall^lo^dres poss^dent nne 
propri^te importante, k savoir: 

En effectiiant une transfortnatioii lineaire dun paralleloedre a taide 
dune substitutio?i ä coefficients 7*eels quelconques 

H 

^i=«il)+-^ ^,*4i = 1,2.... n) 

on obtient un polyHre convexe qui est aussi an paralleloedre. 

Observons qu'eii vertu de la definition Stabile, chaque parall61opip^de 
de Tespace ä n dimensions est un paralleloedre. 



Proprietes dit groupe de vecteurs d'un paralleloedre. 
9. Supposons qu'un paralleloedre R soit d^fini par les in^galites 

(1.) ö(it + -2'a,4a,v>0. (*=i,2,...a) 

D^signons par G le groupe du paralleloedre R et supposons que le 
groupe G poss^de la base 

(2.) W, M,...[i..]. 

Tous les vecteurs qui forment la base du groupe G ne peuvent pas 
vörifier une m6me ^quation Unfaire 

puisqu' autrement l'ensemble (R) des paralieio^dres congruents correspondant 
au groupe G ne remplirait pas Tespace k n dimensions. 
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On en conclut que parmi les vecteurs (2.) se trouvent n vecteurs 

(3.) M, [^«],...M 

dont le d^terminant ± J ne s'annnle pas; on les appellera ind^pendants. 

Theorhne I. La valeur mimerique J du determinant de n vecteurs 
independants posshde une lirmte 



J7> I rf.r, dx2 ... dx^ 



Soit («^) un point quelconque qui est int^rieur an parall^lo^dre Ä 
lotrodüisons dans nos recherches an parall^lopip^de K d^termin^ ä Taide 
des ^galit^s 

n 

(4.) Xi = «,. -f 2: y^k ^ik ? c«=i . 2, ... n) 

oü 

(5.) "■ ^^ ^ nt<Z d\ (Jb = 1,2,... n) 

On peat choisir le param^tre positif cT, de mani^re que tous les 
points da parall^Io^dre B d^fini par les in^galitös (1.) appartiennent aa 
parall61opip6de K. 

Prenons an nombre entier positif m et d^terminons (m + 1)" syst^mes 
(/,,/2,--0 de nombres entiers v^rifiant les in^galit^s 

(6.; 0<4;^m. (*=i.2,...ii) 

D^signons par 

(7.) ^P^= 1 /J*Ua, (Ä = l,2,... (m + I)«) 

(m+l)" vectears correspondants appartenant aa groape G. 

En effectaant les translations da parall^lo^dre li ie long des vectears 
(7.), on obtient (m+l)" parall61o6dres diflF^rents de l'ensemble (/?): 

(8.) Ä^*\ (A=1.2.... (m + l)*«) 

D6signons par H an parall^lopip^de qai est d^termin^ par les 
^galit^s 
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(9.) ^i = «,+ 1 n.^ik, 0-1.2,....) 

oü 

(10.) ~(J'<Mt<m + (y. (*=.!. 2....n) 

Je dis que tous les points des paralleloMres (8.) appartiennent au 
parallelopip^de H. En effet, soit (pc^''^) un point quelconque da parall^lo^dre 
i^*> (A = 1 , 2 , . . . (?n + 1)"). En posant 

(11.) a;, = a:J*>-il*>, (.=i.2....,) 

on obtient nn point (o:.) appartenant au parall^lo^dre R qui est congruent 
au point donn^ (^J^O- E^ vertu de (4.), (7.) et (11.), on obtient 

xf^ = a,+ i(4 + t^*)^,*, 
et k cause de (5.) et (6.), il vient 

donc le point (xf^) appartient au parall^lopip^de H. 
II s'ensuit que 

J dxidx2...dx^>2 J dxidx2...dx^. (*=i.2,...(m+i)*») 

En observant que 

/ dxi dx2... dx^ = J (?n + 2 Sy 
et que 

/ dx^ dx2 ... dx^ = y rfoTi dXi ... rfa:„, (ä=i,2,,.. (m+o») 

(Ä*) (Ä) 

on obtient 

^(m + 2(y)">(m+l)" / dx,dx2...dx^. 
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En faisant croftre ind^finiment le nombre m, on tronve 






10. Theoreme II. Le gronpe G des vectetirs dun paralUlokdre poss^de 
nne base formee de n vecteiirs independnnts. 

D^signons par G' un groupe de vecteura ajant la base (3.). II peut 
arriver que les deux groupes G et G' coYncident. Dans ce cas n vecteurs 
(3.) pr^sentent nne base du groupe G. 

En admettant le contraire, on aara parmi les vecteurs (2.) an moins 
un vecteur [k[] qui n'appartient pas au groupe G\ En posant 

n 
k = l 

on aura parmi les nombres l[j2^.*.ln au moins un nombre qui sera 
fractionnaire. 

Designons par k^k^-^^ln l^s nombres entiers v^rifiant les in^galit^ 



%-^<.\ 



(*=l,2,...ii) 



et supposons que /J. — /^ + 0. 
En d^signant 



Kk^hk^ (*=i,2....», *-^r) et /4 ='I'J— -T/^Art, 
on obtient un Systeme de n vecteurs ind^pendants 

appartenant au groupe G dont le d^terminant + z/' v6rifie Finögalitö 

Le proc^d^ expos^ ne peut etre proIong6 indefiniment, en vertu du 
theor^me I, donc on obtiendra toujours un Systeme de n vecteurs formant 
la base du groupe G. 
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U. Theorhme III. La valenr mimenque z/ du determinant dun 
Systeme de n vecteurs formant la base du groupe G sexprime par la formule 

J ^J dxy^ da'2 . . . dx^ . 
(Ä) 

Snpposons qne le systöme (3.) de ?i vectenra präsente une base du 
groupe G. 

Introdnisons dans nos rechercheB un parall^lopip^de ir d^termin^ k 
Taide des ^galit^s 

n 

0=1,2,...«) 



(12.) 


^i^cn + ^^^Ukh, 


oh 




(13.) 


fJ<C?<«<w — <V 



(t=l,2,...«) 



Je dis que chaque point du parall^lopip^de H' appartient au moins 
k un des parallöloMres (8.). En effet, soit (x[) un point quelconque du 
parall^lopip^de H\ 

D^signons par R^ un parall^lo^dre de Tensemble (li) auquel appar- 
tient le point (x'i). Soit [l,] le vecteur qui definit une translation du 
parallelo^dre i2 eu R\ En posant 

(14.) Xi^x'i-li, 

on obtient un point (xi) appartenant au parall^lo^dre R qui est congruent 
au point {xl). En vertu de la supposition faite, le vecteur [A,] peut 6tre 
d^termin^ par les ^galit^s 

(15.) i,= i4i.,. 

*=i 

Comme le point (x[) appartient au parall^lopip^de /7', on pr^sentera 
les ^galit^s (14.), k cause de (12.) et (15.), sous la forme suivante: 
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Le point (x.) appartenant au parall^lo^dre R appartient anssi, en vertu 
de la sopposition faite, an parall61opipede K d^termin^ par les egalites (4.), 
k condition de (5.). II s'eiisuit que 

et comme, ä cause de (13.), 
il vient 

donc le vecteur [Aj d^termin^ par les ^galit^s (15.) se trouve parmi les 
vecteurs (7.) et le poiut examin^ (x') du parall^lopip^de H' appartient k un 
parallelo6dre de la s^rie (8.) 
II s'ensnit que 

/ dx\(lXi...(lx^<2 f dx\dx2...dx^^ (A=i,2,...(m4-i)«) 
donc 



^('m-2(J)"<(m + l)" /dx,dx2...dx,. 

*(Ä) 

En faisant croitre ind^finiment le nombre r?), on obtient 

-^< / dx^dx2...dx^. 
(Ä) 

En vertu du th^oreme I, il est n^cessaire que 
J^ f dx^dx2...dx^. 



(Ä) 



Proprietes des faces n n — 1 dimensions d^un paralleloidre. 

12. Supposons qu'un parall^lo^dre B soit d^fini par les inegalit^ 
ind^pendantes 
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D^sigDons par P« (A:=l, 2,... a) les faces k n — 1 dimensioDS du 
parall61o^dre R d^termin^es par les ^quations correspondantes 

(1.) rt„fc+-2'^/i;ta;. = 0. (*=i,2,... a) 

Soit («,) nn point qui est iiit^rienr k la face P^. Examinons qu 
parall^lopip^de K d^fini par les egalit^ 

(2.) a:, = «, + ?(,. oü |?'»|<f. (.=j,2....«) 

On peat choisir nn param^tre t si petit qu'on aara les in^galit^s 

(3.) a„^ + -2:rt,,.:r,>0, (r=1.2,...a.r4:*) 

quel qae soit an point (x^ da parall^lopip^de K. II en r^sulte qae tous 
les points du parall61opip6de K v^rifiant Tin^galit^ 

(4.) a,, + :S'a,,:?-,>0 

f 

appartiennent au parall^iofedre R. Comme le point (a,) verifie T^quation 
(1.), rin^galit^ (4.) se r^duit, ä cause de (2.), ä celle-ci 

Je dis qu'on peut choisir une valeur du parametre f si petite que 
tous les points du parallelopip^de K v^rifiant Tin^galit^ 

appartiendront ä un autre parall^lo^dre Rj, de Tensemble (R). On demon- 
trera ais^ment la proposition enonc^e en s'appuyant sur les propri^t^s 
d^montr^es du groupe G de vecteurs. 

30* 
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Deux paralleloedres li et Ä» sont contigus par la face Pj, k n—l 
dimensions. 

D^signons par [1^] le vectear qui d^finit nne translation du parallc^- 
lofedre Rjt en R. 

La face Pi, qui est döfiiiie dans Je parall^lo^dre B par requation 
(1.) sera definie dans le parall^lo^dre B^ par T^quation 

(5.) -a,^-SaaXi = 0. 

En eflfectuant une translation de la face P^ le long du vecteur [i,J, 
on obtient une autre face P^ du parall^lo^dre B qui sera dans ce parall^- 
lo^dre d^termin^e par l'^quation 

On appellera paralleles les faces P^ et P* du parall^lofedre B. 
Nous sommes arriv^s au r^sultat iroportant suivant: 
T'ouies les faces ä 72 — 1 dimensions dun paralleloftdre pe^ivent etre 
partagees en paires de faces parallHes. 
13. Ddsignons par 

7^1, 7^27 ••• B^ 

tous les paralleloedres qui sont contigus au parall^loedre B par les faces 
Pi , p2 , . . . P^ . D^signons par 

(6.) M, M,...[U 

les vecteurs correspondants. 

En vertu de la d^finition du parallöloedre, les vecteurs (6.) forment 
la base du groupe G. Parmi les vecteurs de ce groupe se trouvent les 
systemes de n vecteurs qui forment une base du groupe G. 



Faces congruentes ä differenies dimensions dun paralleloHre, 

14. Supposons qu'une face P{y) ä v dimensions d^un paralieio^dre 
R appartienne aussi aux paralieio^dres /^i, B^^ ... B^ de Tensemble (B). 
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Soit (ff,) nn point qui est int^rieur k la face P(r). On peut d^terminer une 
valenr positive da param^tre* e, de maniere qne tous les points dn parallölo- 
pip^de K defini par les egalit^s 

^,= «1 + ^,- OÜ |«,|<6 (1 = 1. 2.... n) 

appartiennent aox paralleloädres /?, Äj, Äj, ... Ä,, 

D^signons par [1^] les vecteurs le long desquels on effectuera les 
translations des parall^loedres Rj, en B (ä: = 1, 2, ... r), 

En effectnant les translations de la face P(y) le long des vectenrs 
[A,J (Ä:=l, 2, ...r), on obtient les faces nouvelles 

da paralleloedre R. 

Definition I. On appellei^a congruentes les faces du paralleloedre R 

ä V dimensions (v = 0, 1, 2 ... w — 1). 

15. Theoreme. Le nombre des paralleloedres de Vensemble (R) qui sont 
contigus par une meme face ä v dimensions ne peut etre inferieur ä n + 1 — ^ 
(v = 0, 1, 2, ...71-1). 

Supposons qne la face P(y) soit dötermin^e dans le paralleloedre R 
par les ^qaations 

(1.) a,», + -ra,,a:,. = 0. (r=i.2..../i) 

D^signons par R^^R2j...Rf, les paralleloedres qai sont contigas h, R 
par les faces k n— 1 dimensions d^finies par les ^qaations (1.). La face 
P(y) appartiendra k tous les paralieiofedres i?i, Äj, ... i?^, donc 

Comme la face P(r) est k v dimensions, il est n^cessaire que 
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et par suite 

16. Definition IL On appellera simple une face ä v dimensions gut 
nappartient qua n + \—v paralleloddres de lensemble (Ji), 

Definition IIL On appellera primitif un paralleloedre dont toiites les 
faces ä differentes dimensions sont simples, 

Les paralleloMres primitifs poss^dent plnsieurs propri^tes importantes 
qui en simplifient Tetude. 

Dans les recherches ult^rienres, on n'^tudiera qne les parall^lo^dres 
primitifs et tous les parall^loedres imprimitifs qui peavent 3tre considör^s 
comme nne limite des parallelo^dres primitifs. 

Je snis port^ k croire qae chaque paralleloedre imprimitif pent 6tre 
envisage k ee point de vae, mais je n'ai pas renssi k le d^montrer. 

Section IL 
Propriet^s fondamentales des paralMoMres primitifs. 



Definition des paralleloedres primitifs. 

17. Nous avons appel^ au n" 16 ^paralleloedre primitif' tont pa- 
ralleloedre dont toutes les faces k differentes dimensions sont simples. 

llieoreme L Pour quun paralleloedre soit primitif il faut et il suffit 
que tous ses sommets soient simples. 

Le theor^me ^nonce est evident en vertu de la d^finition etablie. 

Theorhne IL Deux paralleloedres primitifs appartenant ä Tensemble 
(Ä) ne peavent etre contigus que 2)ar une face ä n — 1 dimensions. 

Supposons qu'une face Piy) k v dimensions d'un paralieio^dre pri- 
mitif R soit determin^e k Taide de n—v ^quations 

(1.) ^V +-^öri^^.= 0. (r=l,2,...n-r) 

D^signons par R^^Rij ... lin-y les paralleloedres qui sont contigus an 
paralieioedre R par les faces k n — 1 dimensions definies k l'aide des equa- 
tions (L). La face P(r) n'appartiendra qu'aux paralleloedres Ä, Ä^, ... Ä,»^, 
en vertu de la definition etablie, donc le theoreme enonce est demontre. 
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Aretes des paralleloedres pi^imitifs de tensemble (Ä). 

18. Soit («.) an sommet du parall^loedre primitif R determin^ par 
n ^qnations 

(1.) a,,^'\'IlaikX^^O. (k=i.2,...») 

D^signons par R^^ i?2) ••• ^n l^s paralleloedres contigns an parall^loedre 
R par les faces k n — 1 dimensions d^termiii^es k Taide des ^quations (l.)- 

En vertu de la d^finition ^tablie, le sommet («,) n'appartiendra qu'aux 
paralleloedres /?i,/?2, ••• Ä« de Tensemble (i?). 

D^terminons n nombres P\k^P2k'"Vnk k Taide des ^quations 

(2.) SairPik^O. (r=1.2,...«;r4=lr;ib=l,2,...n) 

Les ^quations (2.) ne d^finissent les nombres Pxktlhk^"'Pnk qa' k nn 
facteur commnn pr^s. Ajoutons aux equations (2.) une condition 

(3.) Sa.r^p.^^O (*=i,2,...i.) 

et envisageons un veeteur gi, d^terminö k Taide des ^galit^s 

^\ = «.+i>,*p oü p>0. 

En attribuant au param^tre q des valeurs positives suf&samment 
petites, on d^terminera, k cause de (3.), les points du veeteur gj, qui 
appartiennent k R. 

D^signons par q^ la limite superieure des valeurs du param^tre q 
qui d^finissent les points du veeteur gi, appartenant k R. En posant 

on d^terminera un sommet (o^a) du parall^lo^dre R adjacent an sommet (a,) 
par une arßte Pk(X) ^^ parall^lofedre Ä(^=l, 2, ... n). On caract^risera 
Tarete Pjk(l) par le Symbole [«,,«,*]. 

Observons que tous les points de Farßte P*(l) verifient 7i — 1 Equations 
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II s'ensuit qoe l'argte Pk{^) appartient anx parall^lo^dres 

et en vertu de la d^finition ^tablie, n'appartient k aacuu antre parall^lo^re 
de Tensemble (Ä). 

Ou en conclut qne les parall^lo^dres 

sont contigus par nne argte anssi. En d^signant cette ar6te par Pu{l\ 
on la d^terminera par le Symbole [ctf^an] en posant 

Nous sommes arrivös au r^snltat suivant: 

// existe n+1 aretes des parallelo^dres de tensemble (Ä) contigues par 
im meine sommet de ces paralleloMres. 
Observons que n — 1 aretes 

d^finissent une face kn—l dimensions qui est commune aux parall^lo^dres R 
et -ff* (A=l,2,... n). Deux parall61o6dres Rj, et Rj, (A=l,2,...n, ä=1,2,...?0 
sont contigus par une face k n— 1 dimensions qui est definie par n— 1 aretes 

1\{V). (r=(j.l,2,...n; r4:*,r+*) 

Forme canonique 
des equations qui definissent un sommet diin paralleloidre primitif. 

19. En conservant les notations prec^ndentes, on peut d^terminer le 
sommet (a^) dans le parall61o^dre R k l'aide des ^qnations 

(1.) 11^ («nik + ^(^ik^) =0, (*-l, 2....n) 

7^1, 1^2, ... u^ ^tant des param^tres arbitraires positifs. On dira que T^quation 

— w*(^o* + *^^,*^,) = oü ?^>0 
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ne d^fihit pas dans le parall^lo^dre R une face k 7i — 1 dimensions paisqne 
rin^galite 

ne sera pas v^rifi^e par tons les points da parall^lo^dre R. 

Theoreme. On peut determiner les valeurs positives des paramHres 
u^jit2j ...u^ ä un facieur commun preSj de maniere quen posant 

on definira le sommet («,) dans le parallelo^dre R ^)ar les equatiom 

(2.) -S'a;iCr,-«,) = 0, (ik=i,2,...„) 

et on definira le sommet («<) dans le paralleloedre Rj^ (/; = 1 , 2 , . . . /i) pur 
les eqnations 



(3.) 



— Ila]j, (Xi - Of,.) = . (*- 1. 2, ... n) 



Prenons an param^tre positif arbitraire d et d^terminons les param^tres 
Wi, 2^2, ... ?^«, d'apr^s les ^quations 

(4.) Uj^ 2^an («,. — a^^ = J. (*=i, 2, ... n) 

Je dis qae les valears obtenues de ?^, 7/29 .-. ^^„ satisfont aax conditions 
da th^oreme ^nonce. 

Poar le d^montrer, observons en premier Heu qae les ^qaations (4.) 
d^finissent les valeurs positives de iii, ?^2?-..'^. En eflfet, nous avons vu au 
n^'.lS que Tarnte Po(X) d^finie par les egalit^s 

(5.) Xi=:a + 1^ («.(,— «,) oü < ?/ <C 1 

n'appartient qu'aux parall^lofedres R^^R^^.n.R^. On en conclut qu'en 
attribuant au param^tre rc une valeur negative quelconque, suffisamment 
petite, on determinera par les ^galit^s (5.) un point qui sera Interieur au 
paralleloedre R. II s'ensuit que 
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-^ö.*(a.-^<ü)>0, (1=1. 2....,) 



et les ^quatioos (4.) donnent 



u,>0. 



(*«1.2,...») 



Cela pos^, d^signons par 
(6.) J^«{*)(x,-«,) = 



(r=l,2,...«) 



les ^qnations qui d^finissent le sommet (er,) dans le parall^lo^dre R^ 
(Ä:=l,2...n). 

Observons que 71 arßtes P^ (1) (r=0,l,2...n,r + ^) sont contigugs par 
le sommet (cc^) dans le parallelo^dre R^. Chaque eqnation (6.) sera v^rifi^e 
par n— 1 argtes. On peut donc poser 



et 



(7.) 



(8.) 



^fll?(nr,,-a,)>0. 



(r=l, 2... n;r+t) 



(r=ü,1.2....«;r**.r+») 



Les conditions Stabiles d^finissent les coef&cients des eqnations (6.) 
k un facteur positif commun pr^s, qui peut 6tre choisi arbitrairement 

Observons que les coefficients des equations (l.)^ qui d^finissent le 
sommet (a^) dans le parall^lo^dre Rj sont d^termin^s aussi k un facteur 
positif commun pr^s et satisfont aux conditions 



(9.) 



-2:«.t(«(*-a,)>0. 



(r=l,2,...s,r4:t;t=>l,2,...«) 



(tsl,2, ...«) 



Des ^galit^s (4.), (7.)i (8.) et (9.), on tire 

4*^ = '^K«a-«ta.t)i 



(i~l,2,...n:lt=l,2,...n;k:^i) 



Voronot^ recherches mr les parcdUloädrea primiHfs, 233 

oü ^1,(^2, -.^^n 8ont des factenrs positives. On peut poser 

($'1 = 1,(^2 = 1,...(J»=1, 

et les ^qaations (6.) deviennent 

- 2:1/4 a,^(a:..-«,.)=0. 

Le theor^me ^nonc6 est donc dömontr^. 

On dira qae les 6qnations (2.) et (3.) qni d^finissent le sommet (a^) 
dans les parall61o^dres coutigos R^Rx^.^.R^ sont pr^sent^es sons la forme 
canonique. 

Nous avons vu au n*" 18 que les parallelo^dres /?* et Rj,(k=\^2^ ...n; 
/t=l,2,...n) sont contigus par nne face h, n—l dimensions. Comme cette 
face est caracteris^e par les arßtes P^(l)(r=0,l,2,...7i;r+^;r+A), on la 
d^terminera dans le parall^lo^dre Rj, par ane ^quation canoniqne 

Cette m^me face sera d6termin6e dans le parall^lo^dre R,^ par 
Teqnation canoniqne 

Forme canonique des inegalites qui defimssent tin paralleloedre primitif. 

20. Supposons qu'un paralleloedre primitif R soit d^termin^ k l'aide 
des inögalit^s ind^pendantes 

a,^ + JE'a,4^,.>0. (*=i,2,...a) 

En d^signant par u^^u2^..ai^ des parametres positifs arbitraires, on 
döterminera le paralleloedre R k Taide des inegalites independantes 

(1.) ^»(«tft +-^'^.ib^,)>0. (*«l,2,...a) 

3l* 
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Nous allons voir qne tont le probleme de Tötade des parall^lo^dres 
primitifs se ram^ne au choix convenable des param^tres t/i,t^3,...t^<,. 

Theoreme fondamental On peut determiner les valeurs positives des 
paramdtres t^i, Wj? •••^'o ^ ^^ facteur commun pres, de manih^e quen posani 

<^k==^h^lik) ^»•t=^^^iii = 1,2,...«; *«1,2....<;) 

ort determiner a le paralleloedre R ä Faide des inegalites 

(2.) a[,j,-\'^a\^Xi'>J) (*-r,2,...a) 

qui jouissent de la propriete suivante: tous les sommets du paralleloHre R 
seront determines par les equations presentees so^is la forme canonique. 

On appellera caaoniqaes les inegalites (2.). 

En conservant les notations pr^c^dentes, sapposons qn'on ait choisi 
les param^tres u^^'H2^...u^^ de mani^re qae le sommet (a^) soit d^termin^ par 
les Equations canoni(|nes 

«OA+2;'a,'jt^.=0. (* = l,2,...n) 

Examinons les equations qui d^finissent un sommet (cr,jt) (^=1,2, ...n) 
du paralleloedre R adjaeent au sommet (er,) par Tarnte Pft(l). 
Le sommet {a^j) verifie n—\ equations 



(3.) 


a[,^+£a\^x,^Q. 


D^signons par 




(4.) 


*ut + -^*.»A-< = 



la n— equation qui d^finit le sommet (a,;t). 

Determinons les parametres positifs Vt,(Ji—\^ 2, ...n, A+A) et r^ 
correspondant aux equations (3.) et (4.), qui ramenent ees Equations k la 
forme canonique: 

^h(S^\)h + ^(^'ik^d=^^ (Ä==l,2,...«, A^:») 

et 

rt(6oi+-2'6.fca;,)=0. 
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Je dis qu'on peut poser 

Ponr le dömontrer, examinons r^quation canonique qui d^finit dans 
le parall^loedre Rf,{h^l^2...n\h + k) une face k n— 1 dimensious commune 
aux parall^loedres i?^ et Ä;k(^' = l» 2, ... n;r=*= A,r=*= A:). 

En vertu du theoreme du n^ 19, cette face sera d^termin^e dans 
Rf, par r^quation canonique 

D'autre part, cette m^me face sera d^termin^e dans /^^t ^n vertu de 
la supposition faite, par T^quation canonique 

2: (y, al, - Vj, aU) (a;,- cf,) = 0. 
II en r^sulte que 

et par suite 
donc 

Vr = Vk. (r=l,2,...n;r+t|r*A) 

Comme les parametres Vj^(^h=l^2,...7i) sont d^finis k un facteur 
pres, on peut poser 

^4=1, (A = l, 2,. ..*,;»**) 

et il ne reste qu^ä d^terminer le parametre Vi, pour d^finir le sommet (ctf^) 
par les ^quations canoniques. 

2L En appliquant le proc6d^ expos^ ä tous les sommets du pa- 
rall^loädre R adjacents au sommet (a^ et ainsi de suite, on döterminera 
successivement les valeurs des diff^rents parametres correspondant k toutes 
les in^galit^s (1.). 
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II peut arriver qu'on d^termine pour une m^me inegalit^ la valear 
du param^tre correspondant de plusienrs mani^res. Je dis que toutes ces 
valeurs d'nn m£me paramätre colncideiit. 

Le Probleme pose est extr^mement dif&cile. C^est dans cette partie 
des recherches expos^es que se manifeste lenr vrai caract^re g^om^trique, 
et on ne parvient k surmonter les difficult^s qni en r^sultent qn'k Taide des 
m^thodes g^om^triqnes. 

Ensemble des Simplexes 
coirespondant aux differents sommets d'un paralleloddre pnmitif. 

22. Nons avons vu an n^ 4 qn'anx differents sommets d'nn parall6- 
lo^dre R 

(«.0, («ß),... (O 

correspondent les domaines 

(1.) Aij ^2, ... Ag 

qni remplissent uniformement Tespace k 7i dimensions. 

En conservant les notations pr^c^dentes, examinons nn domaine A 
qni correspond an sommet (a^) dn parall^loedre R. 

Le domaine A est compos^ des points d^termin^s par les ^galit^s 

n 
(2.) Xi= 2; p^rt.jfc OÜ p;i>0. (* = l,2,...n) 

Le domaine A possede n faces k ?i — l dimensions qni correspondent 
k n arfetes i\(l)? (A:= 1, 2, ... n) contigues par le sommet (ff,). 

On appellera simple le domaine A. 

Retranchons dn domaine A un Simplexe L en le d^terminant k Taide 
des ^galit^s 

n 

Xi= 2: S-kif^k^ik OÜ 2l'*jk<l et t?i>0. (it=i,2,...») 

Le Simplexe L possede n + 1 faces k n — 1 dimensions qni sont 
oppos^es k n+l sommets 

(0), O^rta), 0^2^.2),... 0^n«.O- 
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Examinons la face du Simplexe L qui est oppos^e au sommet (0). 
On pent präsenter l'^quation qni d^finit cette face sons la fonne 

(3). l-2:^,a:, = 0. 

II s'ensuit qn'on aura une in^galitö 

l--2:p>,>0 

pour chaque point de L qui n'appartient pas k la face examin^e. 

Comme les sommets de Z/:(wja,i) (ä;= 1, 2, ...?i) v^rifient T^quation 
(3.), on a 

(4.) 2:p.a„= --, (*=i,2,...«) 

donc 

En vertu de (2.), on obtient Tin^galit^ 

qui subsiste, quel que soit un point (Xf) du domaine A^ le sommet (0) 
^tant exclu. 

23. Examinons de la mgme mani^re n domaines Ai^A2^...A^ qui 
sont contigus au domaine A par des faces k n — l dimensions. 

On retranchera du domaine simple Aj,{k=:1^2^...7i) d^fini par les 
^galit^s 

a:, = 2:p,a,A + p*6,vfc oü p»>0 et Pa>0, (a=i,2,...„;ä4=*) 

un Simplexe Lj^ compos6 de points 

(A = l,2,...}|; A44) 

D^signous par 
röquation de la face du Simplexe L,, qui est oppos^e au sommet (0). 
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On aara les ögalit^s 






et 

En vertu des ögalit^s (4.), on obtient 
II s'ensnit que 

(5.) 2:pi,Xi^i:piXi, 

qnel qne soit an point C^,) appartenant k la face commune des domaines 
A et Aj,. 

En appliquant le proc^de expos^ aux domaines qui sont contigus aux 
domaines A^^A2y...A^ et ainsi de suite, on retranchera de chaque domaine 
de Tensemble (1.) un simplexe correspondant. 

II peut arriver qu'on retranche d'un mgme domaine le simplexe 
correspondant de plusieurs manieres. Je dis que tous ces Simplexes 
coYncident. 

II est clair que le probleme pos6 ne diff^re que par une formulation 
du Probleme 6nonc6 au n^ 21. 

Nous allons exposer une formulation nouvelle de ce probleme. 

Sur une fonction deßnie par Vememble des 
Simplexes correspondant aux differents sommets d'un paralleloidre primitif. 

24t. Introduisons dans nos recherches une fonction P(xi^X2^ ... x^) des 
variables Xi^X2^...x^ en la d^finissant comme il suit. 

1. On d^terminera la fonction P(xy^^X2^...x^ dans le domaine A par 
la formule 

n 

2. Dans les domaines Aj,(k=\^2y...n) contigus au domaine A par 
les faces ä n — 1 dimensions, on d^terminera la fonction P{x^^X2^...x^ par 
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la formale 

3. Soit 

(1.) A,A\A\...A^^^ 

une s^rie de domaines qui sont saccessivement contigns par les faces k 
n— 1 dimensions. On retranchera de ces domaines saccessivement les 
Simplexes 

et on d^terminera les fonctions correspondantes 

tsl t = l t'atl t = l 

On d^finira la fonction P{x^^X2^...x^ dans les domaines (1.) par 
la formale 

n 

^U'»)) (a?l , a^, . • . ITn) = 2 p^P X,. (*-I. ', ... m) 

i = l 

Theordme fondamentaL La fonction P(x^yX2^...x^ definie par 
les conditions I., 2. et 3. est continue et unifoi^ne dans tout Fespace ä n 
dimensions. 

Observons qae le th^oreme fondamental ^nonc6 ne präsente qa'ane 
formalation noavelle da theorfeme fondamental du n^ 20. 

Prenons an contonr ferme arbitraire C. En parconrant le contoar 
C, on pent determiner nne s^rie de domaines contigns saccessivement par 
les faces kn— 1 dimensions anxquels appartiennent les points da contoar C: 

A^'\A\A',...A^^^\A^'\A\.... ■ 

Poar le d^montrer, prenons uu point (^«,) du contoar C et designons 
par Co une courbe qai est parcoarae dans an domaine ^4^"^ k partir da point 
initial (l^u). Admettons qae la coarbe Co ne coKncide pas avec le contoar 
C et designons par (l^) le point final de la coarbe ('„. 
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Supposons qu'en partant du point (la) on soit sorti dn domaine A^") 
et qu'on soit entr^ dans le domaine A\ D^signons par Q nne partie da 
contour C qu'oii a parcourue dans le domaine A' ä partir du point (|,,) et 
ainsi de soite. Supposons qu'on ait partage ä Taide du procöd^ expos^ le 
contour C en parties 

qui appartiennent aux domaines 

(2.) A^'\A\A'\...A^-\A^''\ 

II peut arriver que deux domaines adjacents de cette s^rie A^*^ et 
^(*+i) ^Q öoient pas contigus par une face ä 7i— 1 dimensions. On inter- 
calera dans ce cas entre les domaines A^"^ et A^*"^^^ des domaines nouveaux 
en les d^terminant comme il suit: 

Un point (^/,*+i) qui est le point final de la courbe Q et qui 
presente le point initial de la courbe C^^i appartient, en vertu de la 
supposition faite, aux domaines A^*^ et A^*"^'^ On en conclut que le point 
(^.,*+i) est interieur ä une face A^^^{v) ä v dimensions qui est commune 
aux domaines A^*^ et A^*"^^\ 

On peut d^terminer un parall^lopipede A^ ä l'aide des ^galit^s 

^. = l.-,t+l + ^.- OÜ |?/.|<«, (.= 1,2,...«) 

de maniere que tous les points du parall^lopipäde K n'appartiennent qu' aux 
domaines de la s^rie (1.) (n''22.) qui sont contigus par la face A^*^(v). 

Prenons dans le parall^lopipede A' deux points (xn) et (^.,* + i) qui 
sont Interieurs aux domaines A^*^ et /1^*+'^ et menons dans le paralle- 
lopipede K une courbe C^*^ qui Joint les points {xn,) et (^..t+i). On peut 
cboisir cette courbe, de maniere qu'elle ne francbisse aucune face des 
domaines (1.) (n"* 22.) dont le nombre des dimensions est införietir k n— 1. 

Supposons que la courbe C^*^ traverse les domaines 

4(0 Aik) j(t) 4(*+i) 

En vertu de la supposition faite, les domaines obtenus sont succes- 
sivement contigus par les faces ä n--l dimensions. Tous ces domaines 
sont contigus deux ä deux par la face A^^\v). 
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De la mSme maniere, on examinera tontes les paires de domaines 
adjacents de la serie (2.) et on formera la s^rie 

de domaines contigus successivement par les faces ä n — 1 dimensions aux- 
quels appartiennent tous les points da contour ferme donne C. 

25. Cela pose, observons qne le th^oräme fondamental ^noncö est 
vrai dans le cas oü tous les domaines (2.) sont contigns au moins par 
une ar^te. 

En effet, snpposons qn^ on ait retranch6 des domaines (2.) succes- 
sivement les Simplexes 

(3.) U'\ L\V\...U^\U^-^'\ 

Je dis que le Simplexe Z<"*+^> retranche du domaine ^4^"^ coltneide 
avec le Simplexe X^"\ Pour le d^montrer, d^signons par 

les fonctions correspondant aux Simplexes (3.)- 

Comme les Simplexes L^"^ et Z^'" + ^> sont retranch^s du m6me domaine 
A^"^, on peut poser 

(4.) 2:p^r^'^x~ö2:i^fx,. 

En vertu de la supposition faite, les domaines (2.) sont contigus au 
moins par une arSte. Soit (a^ un point de cette ar^te. 

Comme les domaines A^^^ et A' sont contigus par une face ä n — 1 
dimensions, on aura, comme nous Tavons vu au n"" 23, une egalite 

(5.) 2:f']x,=2:p\x, 

qui subsiste, quel que soit le point (x^ de la face commune aux domaines ^4^'^^ et A\ 
En faisant Xi=Oi^ on obtient 

32* 
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De la mSine mani^re, on obtiendra 

2p\''^ a, = ^p[ai=^ . . ^p^""^ a, = -2'pi''*+'> a, . 

D'antre part, Tidentit^ (4.) donne 

et comme -T^f^a^^^O, il vient (y=l,donc 

et les deux Simplexes L^"^ et L^"'+^^ coincident. 

En vertu de la definition Stabile, on d^terminera la fonetion P(Xi j...x^) 
dans le domaine i4^"^ par la formule 

en partant du domaine ^1^"^ et en revenant dans ce domaine apres avoir par- 
conm le chemin C. 

26. NoQS allons voir qne le cas g^nöral peut £tre ramen^ au cas 
examin^. A cet effet, envisageons la projeetion d'un contour quelconque C 
prise par rapport ä une surface S d^termin^e par T^quation 

En posant 

(6.) "^'^yl?' ""'"'••■" 

on appellera le point (^) la projeetion du point (x^) dans la surface S. 

D^siguons par C une projeetion du contour quelconque C. 

Admettons qu'en parcourant le contour C\ on revienne au point initial 
(U) avec la m£me d^termination de la fonetion P(a:,,...a:^) qu'en partant de 
ce point. Je dis qu'on reviendra au point correspondant (£,) du contour 
Cavec la meme d^termination de la fonetion P{Xi^...x^). 
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Pour le d6montrer, il suffit d'observer que les pointa (|,) et (15), en 
verta des ^galit^s (6.), appartiennent aux mSmes dömaines de la s^rie (2.). 

On en conclut qu^il suffit d'examiner les diff^rents contonrs ferm^s 
appartenant k la surface S. 

37. Introdnisons dans nos recherches une fonetion d{Xi^afi) en la 
d^finissant par la formale 



On appellera ^cart de deux points {x) et {p(^ la valeur correspondante 
de la fonetion d{Xi^s!^. 

Lemme. On peut determiner un paramitre positif f satisfaisant ä la 
condiimi suivante: chaque contour f ernte C appartenant ä la surface S sera 
situi dans les dömaines qui sont contigxis au moins par une arete^ st tecart 
de tous les points du contour C, les uns des autres^ ne surpasse pas la limite <f. 

Soit (Ij) an point da eontonr C appartenant an domaine A. Posons 

n 

Si=^ 2! Qk^ik oü Qk>0. (tei,2...ii) 

t=i — 

En vertu de l'^galitö 
la somme 2; Qk n'est pas införieure k une limite fixe positive 

(7.) 1 p,>T. 

Admettons que le contour C ne soit pas situ^ tout entier dans le 
domaine A. 

Soit (^1) un point de C qui n'appartient pas au domaine A. En posant 

(8.) ^:=1^ ?;«,*, 

on aura parmi les nombres ()[^(}2y...Ql au moins un nombre nögatif. / 
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SuppoBons, ponr fixer les id^es, que 

(9.) e;>o,p;>o,...p;>o 

et que 

(10.) pU,<o, e;^.<o,..p:<o. 

D^apr^s la supposition faite, on a Tin^galit^ 

On pent choisir le parametre c^, de maniere qu'on ait les in6galit6s( 

(11.) |();-p,l<e, ik^l.2,...n) 

B ^tant nn parametre positif anssi petit qn^on voadra. 
A cause de (10.), on obtient 

(12.) 0<p;t<;«, — «<CPfc<0. (* = /4 + l;// + 2,...ii) 

Choisissons parmi les nombres ('i,(>2 9 ••• (>n celui qui est le plus grand. 
En vertu de rin^galitö (7.), ce nombre ne peut fetre införieur ä ~ . En supposant 
que 

'<• 

on trouvera le nombre cherchiS parmi les nombres (f^ifz^^Q^* Supposons, 
pour fixer les idees, que 

^* n 
L'in^galit^ (11.) donne 

(130 P^>^-*- 

Cela pos^, supposons que le point (ß[) appartienne au domaine A et 



posons 



(14.) 11=:^ ^Ä«rt QÜ U.>0. (»-1,2,...«) 
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D^signons par (a^) et (a^) denx sommets du parall61oMre R oorre* 
spondant anx domaines A et A^ en les d^finissant par les öqnations 

et par les ^quations 

(16.) o!^yJ^ •\' 2 a\i,x~0 . (a=i,2,...«) 

En vertu des ^galites (8.) et (14.) , on obtient une identit^ 

(16.) P"+,|; pi(«(u+-2^^.*^0= i i/»(«;, + -2'a:;:r,). 

En faisant dans cette identit^ ^) = «.9 on trouve 

(17.) p;=-^2(,«+-^a;^«,)>o. 

En faisant dans Tidentit^ (16.) ^, = a,-, il viendra 

(18.) pi+ 1 if\(a^^2:a,,a\)^0. 

Admettons qne 

ö,„ + ^a,, «,'>0. 

En" vertu de (9.), (12.), (13.) et (17.), on aura 

pi4- 1 pi(o'* + -2'a.ta!)>(^-e)K»+-^«n««)» 

K^ I P 

n n 

et r^gaiit^ (18.) donne 

(19.) -^(au.4--2'a«a:)<«K + -2'anö:+ i (ö„* + -2-a«aO]. 

W * = /4+l 

Dösignons 

A = ^{a^x+2ai^a\) et i^ = «oi + -S*«.! «! + -f (ao» + -^aaa9; 
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on aura 

i4>0 et B>0, 

et par snite 

(20.) *>4. 

On ponrrait d^terminer le rapport -^ correspondant anx diff^rents 

sommets du parall^loedre R. D^signons par ui le plos petit de ces 
rapports qui ne s^annnle pas. Le param^tre e 6tant arbitraire, on pent 
supposer qae 

€<CU. 

L'in^galit^ (20.) devient impossible, il est done n^cessaire que -4 = 
ou autrement 

aüi + ^«.iCfJ = 0. 

En rertu de T^galit^ obtenue, les coef&cients de T^quation 

am + -2:a,ia;, = 

sont Proportion iiels k cenx d'nne ^qnation qui se trouve parmi les ^quations (15.)- 
En posant 

«Ol + 2 «.i Xf = u {a^t, + Sa'i^ X,) oü w > , 
on aura • 

Nons sommes arriv^s an r^snltat snivant: tons les domaines travers^s 
par le contonr examin^ C sont contigus an moins par nne ar6te qni est 
caract^ris^e par le point («„)• 

28. Nons sommes maintenant en ^tat d'aborder la d^monstration da 
th^or^me fondamental 6nonc^. 

Soit C nn contonr qnelconqne appartenant ä la surface S. Snpposons 
qu'en partant du point (ßi) on passe par les points (IT),(^0) (^D et on revient 
au point (§,). 
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Le chemin antour du contonr C pent £tre remplac^ par denx 
chemins C^"> et 0. 

Le contour C^"^ sera compos6 d'une partie (1,) — (^f^) de C, du vecteur 
[sTMr] et d'une partie (ir)-(^.) de C. 

Le contour C sera compos^ d'une partie (|J"0 — (O - C^") du contour 
C^ et du vecteur [H', gf^]. 

Admettons qu'en parcourant les chemins C^"^ et O on döfinisse uni- 
formement la fonction P(a;,, .Tj, ....r„). Dans ce cas le trajet par la partie 
(li"0""(^I)""(^r) du contour C peut 6tre remplace par le chemin le long du 
vecteur [If >, §;']. 

En rempla9ant la partie (IPO — (O - (^D du contour C par le vecteur 
[^i"\ ^.'l? on transformera le contour C en C^"\ donc, en parcourant le contour 
C\ on [reviendra au point (|,), en vertu des suppositions faites, avec la 
m^me d^termination de la fonction P(.T,,.r;i, ...^J. 

Deux contours C^"^ et C peuvent etre examin^s de la mörae maniere 
et ainsi de suite. 

Supposons qu^on ait d^termin^ les contours 

(21.) C,,C,,...C„^ 

qui remplacent le chemin C. En admettant que la fonction P(^i, otj, ... x^) soit 
uniforme le long des contours (21.), on demontrera qu'elle sera uniforme le 
long du contour donn^ C. 

Cela pos^, observons qu'on peut toujours choisir les contours (21.), 
de maniere que ces contours satisfassent aux conditions du lemme du n^ pr^- 
c^dent. Dans ce cas, chaqne contour (21.) sera situ^ dans des domaines 
qui sont contigus au moins par une ar6te. Nous avons vu au n*" 25 qu'en 
parcourant des contours pareils on reviendra toujonrs au point de depart 
avec la m^me determination de la fonction P(xi^X2^...x^) qu'en sortant de 
ce point. II est donc d^montre que chaque contour ferm^ C possfede la 
m6me propri^td 

Nous avons d^montre que la fonction P(xi^X2, ...^0 est uniformement 
d^finie dans chaque domaine de Tensemble (1.) (n^ 22). II reste k d^montrer 
que la fonction i^(.r,, Vj, ... ^ est bien d^finie dans chaque point de Tespace 
k n dimensions. 

Admettons qu' un point (£,) appartienne k deux domaines A etA^^^\ 
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Je dis que la fonctiou P(a;i, a^j, ... x^) pour le point (S,) aura une m£me 
valeur d^termin^e dans le domaine A et dans le domaine A^^K 
Poar le d^montrer, on formera une s^rie de domaines 

A,A\...A^"'\A^'^ 

qui sont successivemeut contigus par des faces ä n — 1 dimensions et anx- 
quels appartient le point (1,). 

Comme le point (|,) appartient ä la face commune des domaines 
A et A', on aura, en vertu de la formule (5.) du n'' 23, 

De la mSme maniere, on obtient 

M^') C^U ^2) ••• bn) = ^iA") (ßn 525 ••• bnh 
^U(«)) (§1, ^2, ... I«) = PiAO) (bS, §2, ... O- 

II en r^sulte que 

^(A) (§M ?2 ? • • • bn) = ^(4") (b 1 7 S2 ? • • . bn) . 

Le th^oreme fondamental ^none^ est donc demontr^. 



Forme canonique 
des inegalites qui definissent Vensemble (R) des paralleloHres primitifs. 

39. Choisissons dans Tensemble {R) des parall^lo^dres primitifs un 
parallöloedre quelconque i?»* Supposons que'le paralleloedre i?o soit d^ter- 
min^ k Taide des inegalites canoniques 

aoifc + -2't/,4a-g>0. (t«i.2....a) 

Observons qu'on peut remplacer ces inegalites par les inegalites 
canoniques suivantes: 
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II etant nn param^tre arbitraire positif. 

D^signons par Rj, (ä; = 1, 2, ... a) le parall^loedre qui est contigu au 
paralleloedre R^ par la face d^terminee dans /^„ par l'^quation 

(1.) r/o* + -5'cr,..r, = 

et sapposons qoe le vecteur [l^] d^finisse une translation da paralleloedre 
Rj^ en Äy. 

II s'ensuit que le paralleloedre R,, sera determiue par les in^galites 
canoniques 

oa par les in^galit^s canoniques 

(2.) w*K + -2:r/,Ä(^.;. + Ä,J]>0, (A=i,2,...a) 

Ui, etant un parametre positif arbitraire. 

La face P^, ä n — 1 dimensions commune aux paralleloedres i?ü et R^ 
est definie dans le paralieioedre Ä« par r^quation (1.). Dans le paralieiofedre 
Rk^ la face P^ sera d^termin^e par une ^quation dont les coefficients sont pro- 
portionnels ä ceux de l'^quation 

On peut choisir le parametre positif ?/jfc, de maniere qu'on ait l'identite 

Dans ce cas, Tinegalite 

se trouve parmi les inegalites (2.) qui deiinissent le paralleloädre R^. 

On dira que ces inegalites sont presentees sous la forme canonique. 

33* 
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30. Observons une propri6t^ importante des in^galit^B canoniqnes 
qui d^finissent les paralleloedres Rq^R^^R2^...R„. 

Soit (a.) an sommet du parall^loedre Rx^ d^termin^ par les ^quations 
canoniques 

(3.) a„^4--2'a,t.r^ = 0. (*=i.2,...n) 

Examinons les ^quations canoniques qui d^finissent le sommet (a.) 
dans le parall^loedre 7^* (^== 1, 2, ... n). 

Les ^quations (3.) ^taut canoniques, on d^terminera le sommet (a.) 
dans le parall^loedre Ä*, en vertu du theoreme du n"^ 19, par les ^quations 

^(ö^.Ä-«rt)(^i"-Öf,)=0, (A=l. 2,.. «;*:!:*) 

— 2: a^ {Xi — «.) = . (*=1 . 2, ... n) 

En vertu de la supposition faite, rin^galit^ 

se trouve parmi les in^galit^s canoniques (2.) qui d^finissent le parall^loedre 
i?it, il en resulte que les in^galit^s 

-2:k - (Uk) (^. - O > 0, c'^- ^. ^. - "• *+*) 

se trouvent aussi parmi les in^galit^s canoniques (2.). 
On en conclut que T^quation cauonique 

d^finit dans le parall^loedre R,, une face ä ?i — 1 dimensions qui est commune 
aux paralleloedres Rj, et R^^ La meme face sera determin^e dans le paralle- 
loedre R^ par une ^quation cauonique 

31. En appliquant le proc^d^ expos^, on peut determiner les in- 
egalit^s canoniques qui definissent les paralleloedres contigus aux paralle- 
loedres i?i, /?2» ••• Ä^ et ainsi de suite. 
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Qael qae soit an parall^lo^dre R de rensemble (iQ, on peat former 
une 8^rie de parall^lo^dres 

qai sont saccessivement contigas. On d^terminera successivement les in- 
^galit^s cauoniques qni d^finissent les parall^lo^dres de cette s^rie. 

On pourrait arriver an parallöloödre R par d'antres voies et d^ter- 
miuer les inegalites canoniques qni d^finissent le paralMo^dre R de plnsieurs 
mani^res. 

Nous allons voir qne les inegalites canoniques qui d^finissent an 
parallelo^dre de Tensemble {R) ne d^pendent pas du chemin par lequel on 
arrive au parall^lo^dre R en partant du paralleloedre principal ify. 

Fonction generatrice de Vensemhle {R) des paralUloHres pnmitifs. 

33. Envisageons un ensemble (R) de paralläoädres primitifs. 
Supposons que chaque parallölofedre R de Tensemble (i?) soit caracterisö par 
un vecteur [A.] qui d^finit une translation du parall^lofedre R en un paralle- 
loedre principal i?„. 

D^signons par G le groupe des vecteurs [ij qui correspondent aux 
diff^rents paralleloödres de Tensemble (Ä). 

Introduisons dans nos recherches une fonction 

des variables Xi^oc2^...x^ et des param^tres A^,^,,...^, en la d^finissant dans 
l'espace ä n dimensions et pour le groupe G comme il suit: 

1. Dans le paralleloMre principal R^^ on posera 

2. Dans le paralleloedre R^ qui est contigu ä /?,„ on posera 

\ (a'j, ^2, ... ^n, ^ijt, Xjj, ... A^;t)=a,n + ^a,jtA\-, (* = l,2,...<y) 

k condition que dans le paralleloedre Ri, requation canonique 
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d^finisse la face k n — 1 dimensionB commune aux parall^lo^dres i?o ^t Ri. 
3. En supposant qae deax parall^loedres R et R caract^ris^s par 
les vectears [^J et [^|] soient contigas par une face ä n— 1 dimensions qui 
est d^finie dans R par une ^quation canoniqne 

OD posera 

33. Soit R an paralleloedre quelconque de Tensemble (fi) caracterise 
par un vecteur [Aj. On formera une s^rie de paralleloedrea 

R,,,R\...R^-\R 

qui sont contigus Buccessivement par de« faces ä n — 1 dimensions. D^signons 
par 

r^qnation de la face commune aux parall^loedres /?u et R et d^finie dans 
i2o; designons par 

o',,+ 2a\x,^0 

Vöquation de la face commune aux parall^loedres R et R" d^finie dans R 
et ainsi de suite. 

En appliquant la d^finition ötablie, on determinera la fonction 

y [x^ ) ^2 1 • • • *^ii 1 ^1 j ^2 1 • • • ^«j 
par la formule 

y \Xi , ^2 ? • • • ^fi ? ^1 j ^2 1 • • • ^n) ^^ ^ V^O 1 ^ ^h *^ij • 

34. Theoreme fondamental. La fonction V{x^^X2^,..x^, ^.ij*2?-»-^«) 
est bien definie pour chaque vecteur [l,] du groupe G. 
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Sapposons qu'ou ait forma nne s^rie de parall^loädres 

(1.) R,R%R\...BS^\R 

qai sont saccessivement contigns. En partant da paralMoädre R avec ane 
d^termiuation quelconque de la fonction V^x^^x^^ ...x^^ in^j--*n)i ^^ 
reviendra dans le parall^loedre R apr^s avoir parconra les parall^loädres (1.) 
avec une d^termination de la fonction V(x^^X2^...x^^ ^17^2, •••i«) qWi en 
vertu de la d^finition etablie, s'exprime par la somme 

V{x,, xa, ... x,, Ai, ^, ... K)+2j,oSi^ + ^af^x;). 
Noas allons d^montrer qn'on anra toajonrs 

Examinons, en premier lien, le cas^ oü tons les parall^loädres (1.) sont 
contigns au moins par nn sommet (a^). En vertu du th^or^me II du n^ 17, 
tous les parall^lo^dres primitifs (1.) seront dans ce cas contigns deux k deux 
par des faces ä n — 1 dimensions. 

Designons par 

ao* + -2'a,.;t(^. — «<) = 0, (*-i.2,...m) 

r^quation canonique de la face commune aux parall^lofedres Ä^*^ et R 
(Ä:=l, 2,...m) definie dans le parallölofedre R. 

Nons avons vu au n"^ 30 que T^quation canonique de la face commune 
aux parallelofedres R et i?" et definie dans R sera 

et ainsi de suite. On obtient les formules 

a[, +-2 a; Xi = 2 («« - a,,) {x^ - «,), 






254 Voronoi^ recherches sur les paralleloMres primitifs, 

et il s'ensnit que 

35. Noas allons voir que le cas g^neral peat 6tre ramen^ au cas 
examin^. 

Lemme. On peut determiner un paramitre positif rf, de manüre que 
chaque contour ferme C sott sitae dans des paralleloddres gut sont contigus 
au moins par un sommet^ ä condiiton que tecai^t de deux points quelconques 
du contour C ne surpasse pas la limite d. 

Observons, en prämier Heu, que Pecart de deux points (§<) et (§^ 
apparteuant ä deux parall^lo^dres qui ne sont pas contigus ne peut Stre in- 
förieur ä une limite fixe. Pour le d^montrer, supposons que le point (|j) 
appartienue au parall^loedre R d^fini ä l'aide des in^galite^s 

a^+^aij,Xi>J). (*=i,2,...a) 

Designons par Ri^ R2, ... Ra les paralMofedres qui sont contigus 
k R et examinons Tensemble K des points apparteuant aux parall^lo^dres 
jR, jRi, .,. R^. 

Designons par 

(aü)j(«i2), ... (««) 

les sommets du parall^loedre R et designons par 

les sommets du parallöloedre Rf^(h=l,2^... a). 

En vertu de la snppositiou faite, on aura les in^galit^s 

Designons par q la plus petite valeur numörique des sommes 

a,yk 4- -S'a^ aJt^ (*-i,2, ... ,. a=i,2, ... o) 

qui ne s'annulent pas. En vertu de la supposition faite, on aura Tin^galit^ 
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ä condition qne 

oü A;=l,2,...5, Ä=l,2,...a. 

Cela pose, prenons uu point quelconqae (IJ) qui n'appartient pas ä 
TenBemble K. Examinons les points d'un vectear [$,, ^] . En posant 

x, = §i + u(i§[^l) oü 0<u<l, 

laiBons crottre le parametre tt d'une maniere continue dans l'intervalle 
0<;^^<C1. On d^terminera an point 

(2.) $(")=g, + i/„(i;-f,) oü 0<7^,<i 

qni appartient ä la frontiere de Tensemble Kj c'e8t-ä-dire ä nne face ä 
n—1 dimensions des paralleloedres R^^R^^... R^ et qai appartient aussi ä 
nn aatre parall^lo^dre R\ 

Supposons que le point (ß,f^) appartienne au paralleloedre Ä*. Les 
paralleloedres R^ et R seront contigus par une face ä n— 1 dimensions. 

D^signons par 

(3.) («^V), (r4V), ... («??) 

les sommets du paralleloedre JV« qiii appartiennent k cette face. 
Aucun de ces sommets ne verifie requation 

puisqu' aatrement la face examiu^e appartiendrait ä deax paralleloedres 
de la Serie Ä,i?i, ... /?^, ce qui est contre Thypothöse. 
On aura donc les inegalites 

Le point (^"^) appartenant ä la face de Rj,^ qui est caracterisee par 
les sommets (3.), peut 6tre determine par les ögalites 

§r>=*l'6^,«JJ> oü *1'^, = 1 et .9',>0. (t=i,2....o 

*=i ib=i — 
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Des in^galitös pr^c^entes, on tire 

En observant que d'autre part on a 

(4.) ^m+^a.A^.>0, 

on tronve, k cause de (2.), 

(5.) e + a„,+ -2'a,,i;<0. 

En vertu des in^galit^s (4.) et (5.), Tecart rf(|„ SD ne peut 6tre 
inferieur k nne limite fixe d. 

36. Cela pos^, examinons un contour ferm^ C dont les points ont 
r^cart mutuel qui ne surpasse pas d. En supposant que 

on aura un contour C qui est situ^ dans des parallelo^dres contigus deux 
k deux. 

Soit (|<) un point quelconque du contour C appartenant au paralW- 
lo^dre R. Admettons que pas tous les points du contour C n'appartiennent 
k Ä et dösignons par (S|) un point du contour C qui n'appartient pas k R. 
Posons 

(6.) Si== ^ »kf^ik oü -5^*=1 et i?t>0, (*=i,2,...o 

(7.) s:=i^i«,. oü :s&[=i. 

Comme le point (§•) n'appartient pas k Ry on aura parmi les nombres 
^iy^7) '"^[ au moins un nombre qui sera negatif. Supposons, pour fixer 
les idees, que 

(8.) •^'i>0,...*;.>0 et 6^;^.,<0,...i^:<0. 
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On peut choisir le parametre d si petit qu'on ait les in^galit^s 

(9.) |di-,^,|<e, (*=i.2,...., 

€ ^tant an parametre positif aassi petit qae Ton voadra. En verta de (8.)f 
il viendra 

(10.) o<d,<«, -f<d;<o. (*=A-+i;...o 

Observons qae le plas grand nombre parmi les nombres ^1,^2,... ^^ 
ne peat gtre inferiear k - k caase de (6.)* En sapposant qae 

on troavera le nombre cherch^ parmi les nombres ^i, ^2, ... ^^i- Admettons, 
poar fixer les ide^es, qae 

En verta de (9.), il viendra 

(11.) ^i>7-*- 

Noas avons d^montre qae le point (|J) ne peat appartenir qa'aax 
parall^loedres R^^R2^...R„ qai sont contigus ä R. En sapposant qae le 
point (11) appartienne an parall^lofedre Rj,^ on aara ane in^galite 

(12.) a,, + 2a,a\<0. 

En observant qa'en verta des egalites (7.) 

on obtient, k caase de (12.), 

34* 
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De cette in<^galite on tire, ä cause de (10.) et (ll.)? 

« L * = /!+! J 

£n posant 



^ = T(«u* + -2'a,A««) et Ä = a,^ + -2'a,^a,.,+ i; (ac,A+-ra«ß«)i 



admettons que A>0; Tinegalit^ precedente donne ß>0, donc 

(13.) 6>^. 

Observons que les nombres ^4 et i^ ne changent pas quand on rem- 
place le parall^lo^dre R par an parall^loedre qnelconqne de Tensemble (i?). 

On en conclut que le rapport -^ qai ne s'annule pas possede nn minimum 
positif w. 

En sapposant que 

rin^galit^ (13.) devient impossible et il est n^cessaire que il=0 ou autrement 

Nous sommes arriv^s au r^sultat suivant: tous les parall^lo^dres dans 
lesquels est situ6 le contour examind C sont contigus par le sommet (a^)« 

A Taide du lemme du n^ 35, on d^montrera ais^ment le th^or^me 
fondamental dnonc^ en r^pdtant les raisonnements expos^s au n^ 28. 

Proprietes fondamentales de la fonction gener atrice V(x^^oc2^ ...x^^ ^n ^i ••• O 

37. Theo7'hne I. Supposons que denx vecteurs [ij et [AP] caracterisent 
deux paralleloedres R et Ä^"^ de Vensemble (R). On aura une inegalite 



Voronoty recherches sur les paralldoklres primitifs. 259 

ä condition que le point (x^ sott Interieur au paralleloHre BS^^. 

Soit (^"0 un point quelconque qui est intörieur au parall^loedre Ä^**^. 

Prenons un point (§,) qui est intörieur au parall^loMre R et examindns 
un vecteur [U"\ |J d^termin^ par les ^galitös 

a;, = fP + u(§,-|<'^>) oü 0<?/<l. 

Une partie du vecteur [$f^, ^J appartient au parall^loedre R^. D^signona 

et supposons que le vecteur [g{"^ |J] präsente la partie du vecteur [^"\ ^J qui 
appartient k i2^"\ 

La seconde partie [IJ, ^,] du vecteur [SJ"\ $J ne possfede qu'un seul point 
($1) commun au parall^lofedre Ä^"\ Le point (fj) appartient k une face 
P^^{v) du parall^loedre Ä^"^. On choisira parmi les parallöloedres qui sont 
contigus par la face P^"^(»') un parall^lo^dre R qui contient une partie du 
vecteur [§i,$J. 

D^signons 

et supposons que le vecteur [§J,^i'] präsente une partie du .vecteur [Si,fJ 
qui appartient au parall^loedre R et ainsi de suite. 

Supposons qu'on ait determinö m points du vecteur [^"\ ^,] 

(1.) ^r^=^l'> + U,(|,-|r>), (* = 1,2,....) 

oü 

(2.) <Cih < ^^i < - < «^. < 1 

qui correspondent aux vecteurs [S^j^/]? [^o^!]?-- ri.'"*\^.] appartenant aux 
parall^lo^dres 

contigus snccessivement. 
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D^ignons par 

a?^ + -Zai*^a:.= 0, (*=ü,i.2....m-i) 

r^nation canoniqae de la face commune aux paralläloädres Bf^^ et i2^*~^'^ qui 
est d^nie dans le parall^loädre R^^K 

En vertu de la d^finition Stabile au n"^ 32, on aura une formule 

(3.) ''^ C^n ^2 j • • • ^m ^n ^) • • • %) = '^^ (^n ^27 • • • ^1«? ^1 > M ? • • • ^ü ) 



Examinons les sommes 

af' + :S'aJ*>|?'' et a»^-^2af>l. »-ü.i.j,...— d 

En vertu de la sapposition faite, le point (^*^'^) v^rifie r^qaation 

Comme le point (li*0 appartient ao parallölo^dre ^% on aoraw une 
in^galit^ 

En vertu de (1.) et (2.), on obtient 

fl« + ^flj»>|f')>0 et flW + ^«l*^f.<0. (t=u,i,a,.. m-,) 

Comme le point (||"^) est intörieur au parall^lo^dre BS^^ on aura 

«SH^«re>0 et a^ + 2af>l<^0, 
II en r^sulte que 
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En 8ab8titaant dans la formale (3.), od obtieDt 

v(s{'\ s^'\ ... e, ^n ^, ... K) > f^(ir, ^% ... §^\ ^f^ 4"\ ... in 

et 

''^ C^ll ^27 •.. §fH ^17 ^27 ••• ^n) ^ '^ C^l» ^27 ... §«7 ^1 9 ^2 7 ••• i« /• 

Theoreme II. Supposons que les paralleloHres R^\R\ ... R^^""^ soient 
contigiLS par une face P(y) ä v dimensions. En designant par [A}*^], 
(A = 0, 1, 2, ... n — i') les vecteurs qui caracterisent ces parallelo^dres^ on 
aura une inegalite 

V (cTj , ^2 7 • . . *^n 5 ^1 7 ^2 j . . . ^-n) -^ '^ C**"! 7 »^S 1 • • • '^n? ^1 7 ^2 7 • • • ^n h 

ä condition que le point (x,) sott interieur ä la face P(y) et que le vecteur 
[1,.] ne se trouve pas parmi les vecteurs [Aj*^], (ä:=1,2,... (n — v)). 
En supposant que li^X\^\ on aura Vegalite 

V {Xi ^ ^2 7 . • • ^n7 ^1 ? ^ 7 • • • ^« ) ^^ ^ \^l 7 ^^^2 7 . • . ^11 7 ^1 7 ^2 7 . * . ^n )• 

(»=1,2,... (n-r)) 

On d^montrera ais^ment le th^oreme II ^nonc^ en r^p^tant les rai- 
8onnemente qui ont ^t^ expos^s pröc^demment. 

38. Les resultats obtenus ouvrent une nouvelle voie pour les 
recherches concernant les parallelofedres primitifs. On peut envisager Ven- 
semble {R) des parall^lo^dres primitifs sous an nouveau point de vue, 
ä savoir: 

Chaque paralleloedre i?^"^ de Vensemble (R) caracterise par le vecteur 
[AJ"^] presente un ensevible de points (x^ verifiant Vinegalite 

V \Xi^ »T2J ••• ^„, Aj, A2, . .. A„; ^_ y \Xi^ X'2, ... ^„, ^1 7 ^ 7 ••• ^n /J 

quel que sott le vecteur [A,] appartenant au groupe G. 

Nous avons vu au n^ 32 que pour le paralleloedre principal i?« de 
l'ensemble (Ä) on a 

^(^17 ^7 .-. ^»7 0, 0, ... 0) = 0. 
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II d'ensnit qne le parall^lo^dre principal Ro est defini par Tin^galit^ 

qui subsiste, quel que soit le vecteur [A,] du groupe G. 

Determination de la fonction generatrice ^^(^i, ^2? ••• ^*j ^n ^2? ••• O- 

39. Sapposons qae le parall^loedre principal i?,, soit d^termine k 
l'aide des in^galites canoiiiqucB 

tfgt + ^(lik '^V ^ . (*=i , 2, ... a) 

D^sigüons par [A^] le vectear qui definit ane translation du parall^- 
loedre Ä* en Ä,, (ä:=1, 2, ... a). 

Prenons deux paralleloedres R^ et Ä^ contigus au parallöloedre R^^ par 
les faces Pu et P^ qui ne sont pas paralleles. Posons • 

et d^signons par R le paralleloedre de rensemble {R) caracterisö par le 
vecteur [i,]. 

Le paralleloedre R est contigu aux paralleloedres R^, et R^ par les 
faces qui sont congruentes aux faces l\ et P^. 

On peut donc former deux s^ries 

R,,R,,R et R,,R,,R 

de paralleloedres qui sont succesivement contigus. 

Supposons que le paralieiofedre R^ soit determine ä Taide des in- 
egalites canoniques 

La face du paralleloedre Rj, qui est congruente k la face P^ sera 
determinee par V^quation 
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II en re^sulte que la fonction K(a:i, j^j» •••^i.? ^n ^» ••• ^0 s'exprime 
par la somme 

De la m6me mani^re, on obtient 

V(x,,x^,...x^^ X^,X2,...k;)=^a,yf, + 2:a,^Xi'\-xif,[a,r^+2ai,{Xi-\^Xi^]. 
En vertu du th^or^me fondamental da u^ 34, on aura nne identit^ 
a^ + -Za.» Xi + tij, [a^f, + Sa^n {pr, + i,,)] = öToä + -2"^.* .r, + u,, [a,^ + .Za,» (a:.. + X^^] . 
II s'ensnit que 

(1.) au* + Ui, («OÄ + ^a,A i,*) = «OA + ?^Ä («lu- + -2'a,, A,ä) 

et 

«,*+ ?<*ör,A=:^/,Ä+ ?^Äa,,. (. = 1.2....«) 

Nous avons suppos^ que les coefficients a.^ et a,^? (*=l,2,..,n) 
ne soient pas proportionnels, donc il est udcessaire que 

u^ =1 et Wa = 1 • 

Nous sommes arriv^s au rdsultat important suivant: 
Chaqite paralleloedre R caracterise par un vecteur [ij sera determin^ 
par les inegalites canoniques 

«0* + ^ (iik i^i + ^i) > . (A=l , 2, . .. a) 

Observons qu'en vertu de (l.), on aura l'^galit^ 

^ ^ik hh = ^ ^ih ^ik • 

Dans cette ^galit^, on peut attribuer aux indices A et ä les valeurs 
Ä:=l, 2,... (t; A=I, 2,... a. 
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40. Theoreme. Les vecteurs 

forment la hose du groupe G. En posant 
(2.) ^.= i4i.» 

oü /i,4j-«-'<7 ^ont des nombres eiitiers arbitraires^ on determinera chaque 
vecteur [ij du groiipe G, En designant 

(3.) a,^ kh(iik^ 

on definira la fonction V{x^,X2. ...x^^ Aijljj«--^ />«^ ^^ formnle 

(4.) F(a:i,.r2, ... x,, X.^l^, ... A.)= k iXa,,,-^ 2 «e*ift+ 2: a.*^.) 

1 * 

Admettons que la formule (4.) soit v6rifi6e pour les vecteurs {If^"] et 
[V^ qni sont d^finis par les ^galitds 



(5.) Ar>= 2: 4"^>t.vt et K^ ZXhk^ 0=1. 2,... n) 

Nous allons voir que la formule (4.) sera aussi vraie pour le vecteur 
[ij d^termine par les dgalitds 

Ddsiguons par Ä, Ä^"^ et R les parall^lofedres caract^rises par les 
vecteurs W,[An et [l\]. 

Le parall^lo^dre W^ sera ddtermin^ par les in^galit^s canoniques 



Voronot, recherches mr les paraUeloHres primiHfs, 265 

On en conclnt que la fonction F(a;,,a:2, ...o;,, Ai, ^, ... ij s'exprime 
par la formnle 

+ ^ (^1 j ^2 ? • • • •'^n? ^1 J ^1 • • • ^n) 7 

oü la fonction f/(^i,^, ...^„ Aj, A^, ... i^) präsente la fonction gdn^ratrice 
d^termin^e ä condition que le parall^lofedre R^^ ait 6t6 choisi pour le parallö- 
lo^dre principal. 

En d^siguant 

(7.) af^ = i t^^ a,, et al = i /; r/,„ (.=1, 2. ... «) 

on anra, en vertu de la supposition faite, 

U(xi, X2,... x^, a;, a;, ... ^1) =2'^ f'k (^1* + -2"«.* A?'^ - 2 -^^'^ *'* + -S-a,^^:,) 
Posons 

En vertu de (6.) on obtient 
(8.) V(xy,X2y ... x^j Ai, ^2, ... iJ = -2'Zfc(a,,t -^ -^^^«*i«* + -5'att^.) 



kszli^l 



Examinons la somme 



(9.) i 2: a?^ Ar + i JS- a; K +11 «.. /I ^f^ 

^ ^ tsslicsl 
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En vertu de (5.), on aura 






Nous avons vu au n*^ 39 que 
(10.) iaa^.A=i«M^.*, 



donc 



«=1 /i = ltsl 



et, k cause de (7.), ü vient 



II B'enBuit que 



^=1 1=1 



2 2 aJ,Xf^=-2a^'>l\. 

t = l »=rl 



En vertn de (7.)i on aura aossi 

On pent donc präsenter la somme (9.) sons la forme 

Comme 

af) + «:=«, et ;if + i:=Ä,, 

la formale (8.) pent s'^crire 
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II est ais^ de v^rifier la formale (4.) dans les cas 

II en r^sulte qae la formale (4.) BabsiBte, qael qae soit le vectear 
[^i] appartenant aa groape G. 

Theorhne IL Le groupe G posshde une base formee de n vecteurs 

E71 posant 
(11.) ^,= 1^4^,* 

oü /i, ^^---^n sont des nombres entiers ärbttraires j on determinera chaque 
vecteur [ij du groupe G. En designant 

n 

et 

(12.) «.«l^ip«, 

on aura la formule 

On d^montrera aisement le theor^me II ^nonc^ k Taide de la 
formale (4.). 

ObBervons qae la somme -Ta.J-, presente, en verta des ^galit^s (IL) 
et (12.), une forme quadratique des variables entiferes /i,4j-."^« 



oü on a posö 



A = l Aal 



1 * 1 " 

Ä <=il^ ^1 = 1 
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NouB allons voir qae la forme qnadratique obtenue JSSA^f^lj,!^ est 
positive. 

Determination du Centime des parallelo^dres primitifs. 

41. Theoreme I. Chaque paralleloHre primitif poss^de un centre. 
D^signons par (^,) le point v^rifiant les egalit^s 

2 « n 

(1.) p,»-7y£ Puna-^ 2:puSi = 0. »=1,2....«) 

^ «=:1 1 = 1 

Je dis que le point (ßi) präsente le centre du parall^lofedre prin- 
cipal Ro. 

Pour le d^montrer, posons 

En vertu du thöor^me II du n^ 40, on obtient 

D'autre part, en vertu de la d^finition 6tablie au n^ 32, on a 

y (^1, ^2j ••• ^m} ^lA? ^2Ä? ••• ^nh) = ^UA + ^ ^ih ^i' 



Oa^ Z f^^Pi,, (* = l.2,...a) 

Multiplions les ^galit^s (1.) par $^^ et en attribuant ä Tindice A: 
les valeurs l,2,...n, additionnons les 6galit^8 obtenues, il viendra, k cause 





11 s'ensait qae 




(2.) 


et 






(3.) ««» = 
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de (2.) et (3.), 

Cela po86, prenöns an point quelconqoe {x^ appartenant au parall^- 
lo^dre i?o. 

Pour qae le point (§^ soit le centre du parall^lo^dre B^^ il faut et 
il suffit qae le point (x\) d^termin^ par les ^galit^s 

(5.) a'J = 2|,. — o:,., (*=i.2....n) 

appartienne au paralleio^dre i^o aassi. 

En vertu de la Bupposition faite, on anra les in^galit^s 

(6.) «„A+-2'a,.^a;,.>0. (Ä=i,2,...a) 

En observant qu'ä cause de (4.) et (5.) 

et que Fin^galit^ 

se trouve parmi les in^galit6s (6.), on obtient 

II est donc d^montr^ que le point (|,) präsente le centre du paralM- 
lofedre Ä(j. 

Observons que le centre (Q est Interieur au parall61o^dre Äy 

Pour le d^montrer, supposons qu'un point (x^ soit int6rieur au parall^- 
lo^dre Äy 

On aura les in6galit6s 

a^^t^'\-Saif,Xi'>Q. (A-i,2,...a) 
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Parmi ces in^galitös se trouvent les in^galit^s 

En faisant la somme de ces in^galit^s, on obtient 

^(^ihhh>^^ (A=l,2....a) 

et, ä cause de l'^galite (4), il vient ' 

42. Theorhme IL La forme qxmdratique 

n 

des variables enti^res li^ k^ ... In ^st positive. 

Appliquons le th^or^me I du n^ 37 au centre (^,) du parall61o6dre 
principal jßo) on aura Tin^galit^ 

(7.) ^'(ll,l2,...f«,iM^,...O>0, 

quel que soit le vecteur [ij du groupe G^ le vecteur [0] 6tant exclu. 
En vertu du th^orfeme II du n^ 40 et des ^galit^s (L), il vient 

P (ßu ^2, ... In, ^M ^2, ... K) = il^{pJl + - +Pinln) (tI.I ^1 + - ' + ^« O 

et, ä cause de (7.), on trouve 

^{PiX k +;^«^2 + - +Pin O (^/l ^1 + ^.2 k + - + ^.n K) > 0. 

L'in^galit^ obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs enti^res 
des variables 4, 4,... 4, le Systeme /i = 0, 4=0, ... /« = 6tant exclu. 
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Graupe continu de transfarmatioiis lineaires des j)arallelohdres primitifs. 

43. EffectnoDB une transformation lineaire du parall^lo^dre primitif 
principal i?o k Taide d'une Substitution 

% 
X. = a,^, + 2: ctn o;; , «-1,2.... n) 

ä coefficients r^els quelconques et du d^terminant qui ne s'annule pas. 

On obtiendra un nouveau parall^lo^dre primitif R* qui sera determin^ 
k l'aide des in^galit^s canoniques 

» 

* = l 

oü OD a pos6 

n n 

(1.) ^4 = ^^)A+ .^«iA«.!), (fkh= 2: aif^a^. (*-1 2....n,. A = l,7,...o) 



Le groupe G' de vecteurs correspondant au parall61o6dre obtenu Ä' 
sera d^termin6 par les ^galit^s 

(2.) ^,= i^a^ij;, 

ä condition qu'au vecteur [li\ du groupe G corresponde le vecteur [il'J dans 
le groupe G'. 

D^signoDS 

y \Xi , ^^2 , . • • ^M , ^1 9 ^2 9 • • • %} = ^0 + ^ Pi ^i 
et 

r (a?!, X2^ ... .t'n? ^1? ^2> • •• ^n) =^0 + ^ /^« ^f 

En vertu de la formule (4.) du n^ 40 et des ^galit^s (1.) et (2.), 
on obtient 
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II en r^sulte que [n] et [tiJ] ^tant deux vecteurs correspondants quel- 
conqaes, on aura 



(3.) 2: l)i^i= 2: pWi* 

1=1 t=i 

Theoreme. La foi^me quadratique 



Jbs] h=l izsl 

jyresente un uivariant dans le groupe continn de transfoiinations lineaires. 

Le theoreme enonce est evident en vertu de l'egalit^ (3.). 

44. Effectaons une transformation des paralleloedres primitifs de 
Tensemble {R) k Taide d'nne Substitution 

In n 

/A*-ö £ ihk^ik + i';>.*a;,=4. (»=1,2,. .,) 

^1 = 1 1 = 1 

On obtiendra un ensemble de paralleloedres primitifs {R). 
La valeur correspondante de la fonction V(x\^x'2^.,.x*^^x[^i'^^...)J^ 
pour l'ensemble (/?') sera exprimee par la formule 



V (ä-i, ^2 , . . . ^„ ) At , A.2 , . . . A^) — ^ /,. X^ 4" 9 2 £ ^ii 'i h • 



En vertu du theoreme du n^ 38, le parall^loedre principal de l'en- 
semble (R) sera determine par les inegalites 

^ 1=1 

qui subsistent, quelles que soient les valeurs entieres de /i, 4, .../„. 

Les diflf^rents paralleloedres de l'ensemble (/?') seront determin^s par 
les inegalites 

(4.) \s2A,iM :^l^x,>\22A,ipi]^^^ + 2:i^r^x,. 
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Chaque parall<^ioedre de Tensemble (R) sera caracterisä par an 
Systeme correspondant (/^"^ de nombres entiers /{"\ /^"\ . . . /i"\ 

Observons qu'on pourrait remplacer la base du groupe G formte de n 
vectenrs par une aatre base formte de n vecteurs aassi, ces deax bases seront 
äquivalentes, en vertu du th^oreme III du n'' 11; la forme quadratique posi- 
tive correspondante SSAijlJj sera remplac^e par une forme äquivalente; 
les inegalit^s (4.) d^finissent dans ce cas l'ensemble des paralk^oödres qui 
peut 6tre transforrae en l'ensemble (/?') ä Taide d'une Substitution lineaire 
correspondante ä coefficients entiers et du determinant + 1. 

Le remarquable theoreme suivant est donc demontr^. 

Theorhne. En effectnant les trmisformations lineaires iCnn paralle- 
lo^dre primitif ä taide de substitutions a coefficients reels quelconques qiii 
forment un groupe coniinn de sitbstiüUions lineaires, on ohtient un ensemble 
de paralleloidres primitifs qiii est parfaitement detei^mine par une classe de 
farmes qiiadratiques positives equitmlentes , a condition qxCon ne considh*e pas 
comine differentes les fonnes quadratiques ä coefficients proportioiinels. 

Nous allons voir que chaque forme quadratique positive d^finit, ä 
Taide des inegalites (4.), un ensemble de parallöloedres congruents qui 
peuvent etre primitifs ou imprimitifs. 



Section III. 

Determination des parall^lofedres h Paide des formes 
quadratiques positives. 



Definition du polyklre convexe correspondant ä une forme quadratique 

positive. 

n n 

45. Soit 2 j: afj Xf Xj une forme quadratique positive arbitraire ä 

n variables Xi^x^^.-.x^. Envisageons un ensemble R de points («,) v^rifiant 
rin^galite 

i: i: afjX,Xj + 2 j: a.x^^o^ 

quelles que soient les valeurs entieres de x^^X2^...x^. 

36* 
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En vertu de la d^finition etablie, rensemble R joait des proprietös 
suivantes: 

1. Uetisemble R est ä n dimeiisioiis. 

2. Le point (0) jrresente le centre de tensemble R. 

3. Uefisemble R est convexe. 

PrenoDB an Systeme de parametres arbitraires «i, £3, ... c« et examinons 
an vectear g compos^ de points (a,) qai sont determin^s par les egalitea 

II est ais^ de demontrer qu'il existe an Intervalle 

0<p<e,, oü po>0 

qui Gorrespond aax points da vectear g appartenant k Tensemble R. 
En posant 

on obtient un vecteur [r/^u] dont les points appartiennent ä Tensemble R. 
Le point (a^o) appartient ä la frontiere de Tensemble R^ c'est-ä-dire: le 
point («,„) v(^rifie Tinegalite 

(1.) -2'-2'a,^a-,.tv + 2-S'a,.„:i'.>0, 

'juelles que soient les valears entieres de ^i'm^s, ...«r^ et verifie an moins 
Ufie <fgalit(; 

(2.) -2'-2«^./,/, + 2-2'cf,„/, = 0, 

/^, /,,.•./, ('jtant des norabres entiers qui ne s'annulent pas. 
D^ignons 

rA.) «.j = _ a.^^_. 2; a.jlf, (.=1.2,...«) 

ofi ttura, ä cause de (2.), T<^galite 
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et, en vertu de (1.), on obtient 

(4.) -2'JL'a<,:i',a:, + 2^'a..,a',>0, 

doDc le point (a,,) appartient ä Tensemble R aussi. 

En faisant la somme des in^galites (1.) et (4.), od troave, k cause 
de (3.), 

£ H üfi Xi Xj — 2: 2: (Xij Xi /, > . 

L'iiiegalite obteuue subsiste, queiles que soieiit les valeurs enti^res 
de ;r,,a-2, ....T«; cette in^galite peut s'^crire 

2: 2.' .?,/,/,< v2:a^(/,-2a:,)(/>-2;r,). 

Oll en conclut que le Systeme (/,) n'est autre cbose qu'une repr^sen- 
tatloii du minimum de la forme quadratique positive Z^üf^x^Xj d^termin^e 
dans l'ensemble compos^ de tous les systemes de iiombres entiers qui sont 
congrus au Systeme (Q par rapport au module 2. 

Le Dombre des systemes pareils est fini. Supposons que tous ces 
systemes forment une s^rie 

(5.) (/n), (/..),. ..(O. 

46. Theoreme. Uenseinhle R presente wt jwlyedre convexe determini 
ä taide des in^galites 

(6.) 2:2:6/,^ /,,/,* +22' a,/,,.>ü. (*=l,2,...a) 

Ell vertu de la defiuitioii etablie, cbaque poiut («,) de l'ensemble 
R verifie ces inegalit^s. Admettons qu'un point (a<) verifiant ces in^galit6s 
n'appartienne pas k l'ensemble R. On d^terminera dans ce cas une valeur 
positive du parametre p dans Tintervalle < p < 1 , de mani^re qu'en posant 

(7.) «r=e^. oü ü<p<l, 

on obtienne un point («f'^) appartenant k la frontiere de l'ensemble R. Le 
point {nf^) verifiera, comme nous l'avons vu, une egalit^ 



276 Voronot, reche rches sur les parallelo^dres pt^müifi, 

(8.) 2:i:a,,lJj+2Zafn, = 

caracterisee par un Systeme (/,) appartenant ä la s^rie (6.). 
Ell vertu de Tögalite obtenue, on trouve 

et, ä cause de (7.), il vient 

En presentant T^galit^ (8.) sous la forme 

on aura l'iiK^galite 

ce qui est contre Thypothöse. 

Inegalites independantes qui definissent le polyidre cönvexe correspondant 
ä une forme quadratique positive. 

47, II peut arriver que parmi les inegalites (6.) du n* pr^c^dent 
se trouvent des inegalites dependantes. Admettons, par exemple, que 
rin^galite 

(1.) 22:a,.ljj + 2i:a,l.>{) 

soit d^pendante. On aura dans ce cas une identite 



(2.) 22a, /, /, + 2 -T«, /, = Po + 2^ p, {22a, 4 /,, + 2 2a, /,,) 

Po>0, p*>0. (*=:1,2,...0) 
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Nous avons vu au n'' 45 que llnegalite 

22 Uij Xi Xj — 22 üfj Xi Ij > 

snbsiBte quelles qae soient les valeurs eutieres de Xi^X2^...x„. 
En faisant dans Tidentite (2.) 

on obtient 

Po + 2: e, (22 o, 4 /,, ~ 22 a, /,, /,) = 0, 
et par snite 

Po = 0, p, {22 a, /,, /,, - 22 (/, /,, /,) = 0. (*-i. •^. ..o) 

En äuppoBant qae (^i^ + O, on anra 

22a,lJ,,^22a,kh=^0, 
donc 

2:^«,/,/,=i?j.X(//-2/.,)(/,-2/.o. 

En vertu de Tegalite obtenue, le Systeme (Ji — 2lii,) se trouve dans 
la Serie (5.) du n** 45. C'est une condition n^cessaire pour (lue Tin^galite 
(1.) soit dependante. 

48. Theorhne. Ponr qitune inegalite 

(3.) 22a,lM2^^ih>^ 

soit independante, il faut et il suffit que hi forme quadratiqxie 22aijXiX ''f. 
poss^de que deiix representations (/,) et (— /,) du minivxum dans Fenseyahk 
compose de toiis les systhnes de nomhres entiers qui sont coiigrus av Systeme 
(/,) par rapport au module 2. 

Nous avons d^montr^ (|ue la condition 6nonc^e est süffisante. II reste 
ä d^montrer que cette condition est n^cessaire. 

Admettons que Tinegalit^ (3.) soit independante. Dans ce cas, 
r^quation 
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döfinit une face P ä n— 1 dimensions du polyMre Ä. 

Soit («,) un point qui est int^rieur ä la face P. On aura Tinegalit^ 

(4.) JSi: Uij x,Xj + 2 ^ a,4 > , 

qnelles que soient les valeurs entieres de ^i,*r^,...^n9 les deux systömes (0) 
et (Q ^tant exclus. En posant, comme nous Tavons fait au n^ 45, 

(5.) «; = -.a,-2;a..^7,^ 

on aura aussi une in^galite 

(6.) 2:i:a,jX,x^+2i:a[x,>0 

qui subsiste, quelles que soient les valeurs entieres de Xi^x2...x^^ les deux 
systämes (0) et (/,) ^tant exclus. En faisant la somme des in^galit^s (4.) 
et (6.), on trouve, ä cause de (5.), 

2:2: a^jXiXj^ 2iaijxjj>0 
ou autrement 

22a,jlJj<:J:i;a,j(l,-2x,)(lj^2lx:,). 

L'in^galit^ obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entieres 
de Xi^X2^...x^j les deux systemes (0) et (/,) 6tant exclus. 

Le thöorfeme 6nonc6 est donc d^montr^. 

Corollaire. Le nombre des inSgalites independantes qui definissent le 
polyidre R correspondant ä une forme quadratique positive ne peut pas sur- 
passer la limite 2(2"— 1). 

Ensemble (K) de parallelo^dres defini par une forme quadratique positive. 

49. Thiorhne. Supposons que le polyidre convexe R correspondant 
ä une forme quadratique positive ££aif x^ Xj soit ditermini ä Vaide des inigatitis 

2 X a^jXiXf + 2 HaiXi^O. 
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Iva effectuant les translatioiis du polyedre R le long.. d€& vecteiirs 
deiermines par les egalites 

^i»4i..«/« etant des' nombres entiei^s arbitraires^ ort composera im ensemble (J?) 
de pölyHres cöngnients qui partagent uniformement Pespace ä n dimensions. 
Degignona par Ä' 16 polyedre qu'on obtient ä Taide d'ane translätioii 
dn polyedre R le long du vecteur [it.]. Le polyedre R sera d^termine par 
leg inegalitös 

- . if=^\j^v 1 = 1 j=\ 

Cette inegalite peut s'^crire 

J,'2:«,,0r,+ O0r, + />) + 2^r.,(.r,+ O>^^^^ 
Oll eh bonclut que le polyedre R sera determin^ par les inegalit^s 
•" (1.) 2:i:a,,i^ix^ + 22a,x,>2:2aM + 22aJ, 

qui subsistent, quelle« que soient les valeurs enti^res des variables x^^x^^.^x^. 

On dira que le polyedre R congruent au polyfedre R est caract^ris^ 
par .le Systeme (/,). 

D^signoDs par (R) Tensemble de tous les polyedres congruents au 
polyj^dre R et qui sont caract^ris^s par les diflf^rents systämes (/,) de nom- 
bres entiers. 

Je dis que Tensemble {R) remplit uniformement Fespace ä n dimensions. 

Prenons un point arbitraire (cf,) dans Tespace ä n dimensions et 
cbercbons le polyedre de l'ensemble (Ä) auquel appartient le point («,). 
A eet effet, d^terminons une reprösentation {l^ du minimum de la forme 

£2:aijXiXj + 2^aiXi 

dans l'ensemble E compos^ de tous les systemes (x,) de valeurs enti^res des 
variables Xi^X2y..x^, , 
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On anra Tinegalite 

qui sabsiste dans rensemble E. II en rösulte que le point (a,) appartient 
an polyedre de rensemble {R) caracterisä par le Systeme {Q. 

Admettons qne le point («<) appartienne anx diffi^rents polyedres de 
rensemble (R): R^R\...Ii^''^ caracterises par les systemes 

(2.) a),(^n),...(/^). 

En vertu de (l.), on obtient les egalites 

(3.) i:2:atjlaljk+22;aili, = i;£aijljj + 2j;ail,. (*=i.2,....i.) 

U s^ensnit qu'on anra i'in^galitc^ 

i; H aijXiXj+ 2 2: aiXi:> 2: £ a^f lilj + 2£ ail^^ 

quelles qne soient les valenrs entiäres de Xi^X2j...x^^ les systemes (2.) 
etant exclns. 

On en conclnt qne le point (o<) est Interieur ä une face commune anx 
polyfedres R^R\,.R^^^ et definie par les equations (3.). 

Nous sommes arrives au resultat suivant: 

Ghaqtie foi^ne quadratiqtie positive definit un msemble (Ä) de paralle- 
loddres congrtients qui peuvent etre primiiifs ou imprimitifs. 

Algorithme pour la recherche du minimum de la forme 2! 2!aijXiXj + 2£aiXi 

dans rensemble E. 

50. Supposons qu'on ait d^termine les in^galites ind^pendantes 

2 2aijlu,ljk-\- 2-2'ö,./^;^>0 (»-i.2,...0) 

qui d^finissent le parall^loedre R correspondant ä une forme quadratique 
positive 22aijXiXj. 

A Taide des syst&mes 

(/n),(/.0,..-(U 
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de nombres entiers, on peat r^^soadre plasieurs probl^mes de la th^orie 
arithmetique des formeB quadratiqiieB positives. 

Cherchons, par exemple, le minimum de la forme 

(1.) 2:2ai^x^x^ + 22:a,x, 

dans Tensemble E compos^ de toas les systemes {x^ de nombres entiers, 
»1,^)^3,...«. ^tant des param^tres arbitraires donn<^s. 

Les valears de ar,,:z^,...a:, qai correspondent au minimiim absolu de 
la fonction (1.) v^rifient les eqaations 

Z «,t^i + ^^it==0- (» = 1.2,...«) 

D^signons par (f.) le point verifiant ces eqaations. En posant 
determinons les nombres entiers /i,4)*-4 d'apres les conditions 

|r,.|<2. (i"=l,2,...n) 

Dans le cas ri = (z=l, 2,...n,) le Systeme (/,) est celui qu'on a 
cherch^. Admettons qae toas les nombres r,(z=l,2, ...n) ne s'annalent 
pas. Posons 

et examinons le point (a?*^). Admettons qae le point (af^) appartienne au 
parall^loedre R. II en r^salte qae le point (a^ appartient au parall^lo^dre 
de Tensemble (22) qui est caracterise par le Systeme (0, done ce Systeme 
represente le minimum de la forme (1.). 

Dans le cas oü le point (a^) n'appartient pas au parall^loMre i2, 
determinons une valeur (»o dans Tintervalle 0<C(^u<ll du param^tre q^ de 
mani^re que le point ((>o ^rO appartienne k une face du parall^loMre R. 
Supposons que cette face soit d^termin^e par T^quation 

i:2:a^U,, + 22a,h,^Q. 
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On aura une egalite 

Posons 

n 

et examinons de nouveau le point {a\) et ainsi de saite. Je dis qu'on 
determinera toojoars une repr^sentatioD da minimam de la forme (1.) en 
röp^tant plusieurs fois le procede exposö. Pour le demontrer, auppoBons 
qu'on ait d^terminö ä Taide de ralgoritlime expose une serie de points 

(2.) («n, («:•), ... («n, ... 

et une serie de systfemes 
verifiant les ögalites 

(3.) oj*^ = «j*-'Hi«„/j*-'\ (*=..2...) 

1=1 

et les egalites 

-2'^ay^*>^*H2-2-(»iaW/<*' = OÜ 0<(»t<l. c«=o.i, »....) 

Ell vertu de ces egalites, on trouve 

(4.) J£'^rt,^^*>/«*> + 2^oJ*>/J*'<0. (*=.M.^....) 

En designant 

(5.) 7h|.*' = /,+ /}">+... + /{*-'^ u=i.^..) 

et 

mj"> = /,, 

on öbtient, ä caase de (3.), 

n 

(6.) «[*>=«.4. ^a^rnfK (*=(m,2, ..> 
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Ed substitaant dans Tinegalit^ (4.), on troave 

2 Sa,, (/J*> + mj*>) (/J*> + mf>) + 2 -Ta, (/J*> 4 m?^) < SSa^ m}*^ mf > + 2-2"«, mf^ . 

Cette inegalite, ä caase de (6.), peut s'ecrire 

:s:s:a^ 7nP + ^> mf ■^^> + 2-2'«,n/J*-^»> < -T-S'a,. mj*^ m)*>+ 2 -Sa-mf^. (*«». i, 2 ,...) 

Le nombre des systemes (^<*0 de iiombres entiers verifiant ces 
in^galitiis est limit^. On en coDclut qae la serie des points (2.) se terminera 
tonjours par un point (aj*^ appartenant au parallelofedre R. En vertu de 
Tegalite (6.), le Systeme (m^^) represente le minimum de la forme 
:s:säijXiXj+2SaiXi dans Tensemble E. 

II reste ä d^terminer toutes les representations du minimum de la 
forme examinee dans l'ensemble E. Le probleme pose se ramene ä la 
recherche de tous les paralleloedres de Tensemble (R) qui sont contigus 
par une face ä l'interieur de laquelle se trouve le point (a}*^. On d^ter- 
minera tous ces paralleloedres en examinant snccessivement les paralleloedres 
qui sont contigus ä R par les faces a n — 1 dimensions et ainsi de suite. 

Proprietes des systtmes de iiombres entiers qui caracterisent les faces a n^\ 
dimensions dtt paralleloidre correspondant ä une forme quadratique positive. 

51. Supposons que les systemes 

(1.) ±(/n),±(«,...±(/J 

caracterisent les faces ä n — l dimensions du paralieioedre R correspondant 
ä une forme quadratique positive lESa^x^x^. 

Theoreme I. Les elements /,jt, /j*? ••• Ink de chaque Systeme (/,*) ajypar' 
tenant ä la serie (1.) no7it pa^ de diviseur commun. 

Nous avons vu au n° 45 que les nombres /u, kk^ ... /^ verifient 
Tinegalite 

-r-2'«,,..r,av - 2:2:a,,Xi /,* > 
dans Tensemble E. En admettant que 
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l,,= dtt oh cr>i 
et en posant Xi = ti dans Tinegalite pr^cedente, on troave 

et il est necessaire que (^ = 1. 

52. Theoreme IL Supposons que n systemes 

(20 (/>n), (Pa),... {Pin) 

representent n minima consecutifs 

de la foi^me quadralique positive S^a^XiXj. Tom les systhnes (2.) se trouvent 
dans la serie (1.). 

En vertu de la definition da Systeme de 7i miDima con8^ciiti&, on 
aura une inegalite 

tant qae les nombres entiers Xi^x.i^...x^ ne peavent etre pr^^sent^s sons la 
forme 

le Systeme (0) ^tant exciu. 

Admettons que le Systeme {pn) n'appartienne pas k la serie (l.)* 
Dans ce cas il existe an Systeme (^) de nombres entiers v^rifiant l'in^galiti^ 

2:2: a, p,,Pj, ^JS-JS-a, (;;,, - 2Q {pj, - 2tj) 

on autrement I'inegalite 

22:a,yp,,tj>2:2a^t,tj. 
En posant 

(3.) q,^Pik-t,, 
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on presentera Tin^galite pr^c^dente soos la forme 

(4.) -^-^a^j U tj + ^^a^qi qj < ^^a^Pik P>». 

En siipposant que les deax systemes (/<) et {q^ different du Systeme (0), 
on aura, en vertu de l'in^galit^ obtenue, les egalit^s 

ti= i:UrPirj qi= HVrPir 

real ret 

et, k cause de (3,), il vient 



Les egalites obtenues sont impossibles, puisqu'autrement le d^ter- 
minant de n systemes (2.) s'annulerait, ce qui est contre Thypothäse. 
II en r^sulte que Tinögalit^ (4.) ne subsiste qu'k condition que 

ou ^. = ou ti=2>ik* (.=i,2....«) 

II est donc demontr^ que le Systeme C^^)? (A=l,2,...n) appartient 
k la s^rie (1.). 

Corollaire. Toutes les reprisentations du minimum arithmetique de la 
forme quadratique positive SSa^^x^x^ se trouvent dans la serie (1.). 

63. Theorhne III. La valeur numerique du determinant de n systemes 
quelconques appartenant ä la serie (1.) est infeiieure ä n\. 

Choisissons dans la serie (1.) n systemes quelconques 

(W, («,... (ü 
dont le determinant ±co ne s'annule pas. Designons 



(5.) «J*^ = 2 2;a,:;/>it et a],=^^^£a^lf^. (*=i.2,...«) 



En vertu des inegalit^s 

^JSttfj Xi Xj ± ^^ttfj ^iljH>0 (»- 1 . «. ... T) 
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qui SttbsisteDt dans Tensemhle £, 2n points (ö.) appartiennent aa )>aralleloedre 
R correspODdant ä la forme quadratique ^JSa^XfXj. 

ChoisissoiiB n points qaelconqaes parmi 2n points (5.)) ayant egard ä 
ce que les d^ax points correspondant ä nne meme valear de rindice k ne 
se tronvent pas pärmi les points choisi^.' Oh formera de cette maniere 
2" systemes composes de /^ points ^ 

/ei,A2,...A, etant nne permntation qnelconqae des indices l^^»«.-/« et 
/i = 0,l, 2, ...n. 

Designons, pour abreger, 

.(^') .1 ... • .«'*^ = «Jv <^=''''-^^> ßj;^ = a;,^, ..(*=/ifi,...«;A=i,2, ..2») 

et examinoiis an Simplexe K^ determine par les egalU^s 

-i'i^^ 1 f^kO^t^ oü £ fh<Cl et f^k>0. (*=i,2,...H) 

Tons les Simplexes ÜT^^, (A = 1 , 2 , . . . 2") appartiennent an paralleloedre R. 
Un point qaelconque (cCj), qui est interienr a an Simplexe K^j^ n'apparfient 
k aacan antre Simplexe de la serie formee. II en resalte nne in^galite 



(7.) £ I rf.r» rfx2 . . . rf.r^ < / dxidx2...dx^. (a=i,2,...2») 

Ua) , (ä) 

54. En designant par /) le determinant 



^/„ (ty^ ... (f,^ 

U= • : '. • • • vv 

^n\ (fn2 •.. ^^« 



de la forme quadratique ^2:aijXiXjj on aura en vertu de (5.) et (6.), 

/ rf.r, dx2 . . . dx^ = % • -:^ , 
7 ' V - " w! 2".' 



(A'a) 
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et rinegalite (7.) doniie 

(8.) ^y D<C J dx\ dx2 ... dx^. 

Cela pose^ observons ciue le groupe G de vecteurs eorrespondant au 
paralleloedre R possede une base formee de n vecteurs 

K], [««],...[«.«]. 

En vertu du theoreme III du n*" 11, il vient 

(9.) J dx,dx^...dx^=^l). 

(Ä) 

En substituant dans Tinegalite (8.), on obtient 

(jD<in\ 



Journal für Mathematik Bd. 134. Heft 4. 38 



288 



Bemerkung zu Cremonas Abhandlung über die 
Flächen dritter Ordnung. 

(Dieses Journal Bd. 68 S. 1—133). 
Von Herrn Rudolf Stunti in Breslau. 

Als ich vor ungefähr 40 Jahren Cremonm bekannte Schrift las, 
stieß ich in dem dritten Kapitel: Assemblages symötriques, welches identisch 
ist mit dem letzten Kapitel: Complessi simmetrici dei Preliminari ad 
una teoria geometrica delle superficie*), auf eine mir nicht verständliche 
Stelle, Über welche ich damals nicht zar Aufklärung gelangen konnte. 
Ich hatte neuerdings Veranlassung, mich wiederam mit diesem Kapitel zu 
beschäftigen, und bin — es handelt sich vermutlich um dieselbe Sache — 
nun zur gewünschten Aufklärung gelangt. 

Das Ergebnis ist, daß Creinona Behauptungen aufgestellt hat, die so 
allgemein nicht richtig sind, wenn eben bloß die Voraussetzung eines symme- 
trischen Komplexes gemacht wird. Sie werden aber richtig bei denjenigen 
symmetrischen Komplexen, welche durch die zweiten Polaren einer Grund- 
fläche gebildet werden, und auf solche kommt es schließlich in CremoiiM Ab)- 
haiidlung allein an. Aber Cremona macht in Kap. 3 nicht diese Einschränkung.**) 

Ich versuche im folgenden eine an Cremona möglichst sich an- 
schließende andere Darstellung. 

I. In Nr. 42 gilt Cremona^ allgemeine Behauptung. Darin handelt 
es sich um zwei projektive Flächenbüschel //-ter Ordnung: 



*) Memorie dell' Accademia di Bologna Ser. II Bd. 6 und 7. — In den Grund- 
zügen einer allgemeinen Theorie der Oberflächen (Berlin 1870), in welchen beide 
Schriften vereinigt sind, IL Teil, Kap. 9. 

**) Ich wiederhole, was ich in meinem Nachruf auf Oi^emona gesagt habe: Gerade 
eines bedeutenden Mannes Versehen dürfen nicht stehen bleiben. Mein Wunsch ist, 
Cremonas wichtige Abhandlung noch wertvoller zu machen. 
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1^ P P 

^21 ^22 ^ 23 • • • 1 

welche einen symmetrischen Komplex bilden, d. h. in denen P21 identisch 
mit P12 ist. Da ist klar, daß die n^ gemeinsamen Punkte von Pi,?Pi2>^i3j 
weil den Grundknrven der beiden Büschel gemeinsam, Doppelpunkte der 
erzeugten Fläche von der Ordnung 2n sind. Ferner, jede Fläche eines der 
beiden Bttschel schneidet das Erzeugnis in dem Schnitt mit der ent- 
sprechenden Fläche und in der Grundkurve des eigenen Büschels. Bei 
Px\ und i^22 vereinigen sich diese Kurven in die Schnittkurve mit Pj,- Also 
berühren P„ und P22 die erzeugte Fläche längs der Kurven, in denen sie 
von P,2 geschnitten werden, so daß die beiden Berührungskurven in die 
Fläche 2w-ter Ordnung durch P12 eingeschnitten werden. 

IL In Nr. 43 werden drei kolliueare (oder, wie Cretnona sagt, pro- 
jektive) Flächennetze ^i-ter Ordnung vorausgesetzt mit den entsprechenden 
Flächen: 

J.>1 ^ 11 ^ 12 ^ 13 ^U • •• ^ 

AT P P P P 

ly-i ^21 / 22 -^23 -^^24 ••• ? 

^f P P P P 

^^3 ^ 31 ^32 -^ 33 ^34 ••• i 

derartig, daß wiederum ein symmetrischer Komplex entsteht, daß nämlich 

p =zp p =z p p =,p 

^2\ = ^12 1 ^31 = ^ 13 ? ^32 ^ *■ 23 • 

Durch die Büschel (P2i,P23), (Psn ^33) aus iV2,iV3, welche als entsprechende 
Büschel kollinearer Netze projektiv sind, entsteht eine Fläche *,2 7 welche, 
wie Cremona in einer Anmerkung auseinandersetzt, auch durch eine Pro- 
jektivität J7 zwischen . den Büscheln (i2i,P3i), (P23,P33) oder wegen der 
obigen Voraussetzung (P12, P13), (p32,P33) aus N^^N^ erzeugt werden kann. 
Aber IT ist nicht die Projektivität, welche diesen Büscheln durch die 
KoUineation von Ni,Nj zukommt. Denn durch die Voraussetzung, daß 
die kollinearen Netze iV^i,iV^2i ^3 einen symmetrischen Komplex bilden, sind 
aus iVi nur PujPiz entsprechend den P32,P33 von N^ gegeben, Pn,PH stehen 
noch ganz frei, und es kann die KoUineation von N^ zu N^ so bestimmt 
werden, daß die von ihr herrührende Projektivität zwischen jenen Büscheln 

38* 
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nicht die fT ist*). Unter *2i versteht Cremona die durch die KoUiueations- 
Projektivität dieser Büschel erzeugte Fläche; also ist, wenn bloß die Voraus- 
setzung des symmetrischen Komplexes gemacht wird, die von Cremona 
behauptete Identität von <^|2 und 02i nicht richtig und ebensowenig sind 
es die auf diese Identität basierten Schlüsse. 

Wir müssen uns auf diejenigen symmetrischen Komplexe beschränken, 
welche durch reine und gemischte zweite Polaren gebildet werden. Um 
Crevionas Zahlen beizubehalten, nehmen wir diese als n-ter Ordnung, die 
Grundfläche also von der Ordnung n+2 an; im vierten Kapitel ist dann 
n + 2 durch 7i zu ersetzen. In diesem Kapitel findet sich der Beweis der 
Identität von *2i niit *i2 für diesen Fall; wir nehmen ihn, ein wenig ver- 
ändert, nun schon in das dritte Kapitel. 

Pj, P2? ^3 seien die ersten**) Polaren der Punkte 1,2, 3, P^ die reine 
zweite Polare des Punktes r und P^, die gemischte von r und s. Wenn 
zunächst r ein beliebiger Punkt auf 13 ist, so erzeugen die projektiven 
Büschel 

p p ij 

^21 -'^23 -t 2r ••• 

P P P 
^31 ^33 ^Zr 

der Polaren der Punkte von 13 in bezug auf ^2,^3 eine Fläche *,2 2M-ter 
Ordnung. Die erzeugende Kurve (ii^^ , Pj^) ist die Schnittkurve der Polaren 
von r in bezug auf P2, Pz oder der Polaren von 2,3 in bezug auf P^, also 
die Polarkurven der Geraden 23 nach P^, demnach *,2 der Ort der Polar- 
kurven der Geraden 23 in bezug auf die Polaren der Punkte von 13. 
Wenn x ein Punkt von *i2 ist, also auf der Polarkurve von 23 nach 
Pr gelegen, so geht die letzte oder n-t^ Polare von x nach P^ durch alle 
Punkte von 23, also durch 23. Sie ist identisch mit der ersten Polare 
von r in bezug auf die /^-te oder vorletzte Polare won x (nach P''^'^\ also 
der Polarebene von r nach dieser Fläche 2. Grades. Wenn aber die Polar- 
ebene von r, einem Punkte von 13, durch 23 geht, so sind diese Geraden 



*) Man gibt P,,,P,^, die den P,,,P,^ entsprechen sollen, so, daß die Büschel 
^PwtPu) ^°d (P,,,Pj4) Jene Büschel in Flächen schneiden, welche in 77 nicht ent- 
sprechend sind. 

**) Im folgenden sind immer erste Polaren gemeint, wenn keine Ordinalzahl 
hinzugefügt ist. 
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13 und 23 konjagiert in bezag auf diese Fläche, ^ij ist also Ort der 
Punkte Xj in bezug auf deren vorletzte Polaren die Geraden 13, 23 kon- 
jugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis kommen wir bei 4»2j, dem 
Erzeugnis der projektiven Büschel: 

P P P 

^32 ^33 -^3r • • • J 

(wo nuu r auf 23 liegt), also dem Orte der Polarkurven der Geraden 13 
in bezug auf die ersten Polaren der Punkte von 23. 

Durch diesen Identitätsbeweis von ^^i niit *,2 wird der Beweis in 
der Anmerkung von Nr. 43 überflüssig. 

Diese Fläche 2n-ter Ordnung *,2^*2i wird die gemischte zweite 
Polarfläche der Geraden 13,23 (in bezug auf F'*'^'^) genannt. 

Sie wird von l\^ in den Kurven (Pij,^,,), (^237^33) geschnitten, also 
in den n^ allen drei Flächen gemeinsamen Punkten berührt. 

Durch die Büschel (^22,^^23) und (P32, Pn) entsteht die Fläche *„, 
die reine Polarfläche von 23, der Ort der Pole, in bezug auf deren vor- 
letzte Polaren 23 zu sich selbst konjugiert ist, also von ihnen berührt 
wird. Sie wird (Nr. 42) von P22 und P33 längs deren Schnittkurven mit 
P23 tangiert. 

In derselben Weise entsteht *22 7 die reine* Polarfläche von 13, durch 
die Büschel (Pj,, P^), (Pan/^as) und wird von P^ und P33 längs der Schnitte 
mit P,3 berührt. 

In den Punkten (P,3, P23, P33) tangieren alle drei Flächen ^u^^P^^ 
*i2 die P33 und einander. 

Jede zwei entsprechenden Büschel aus den Netzen iV2, ^3 führen 
zu einer Fläche *, und alle diese Flächen haben (Nr. 22) eine Kurve von 
der Ordnung 3n^ gemeinsam, welche durch Schnittpunkte entsprechender 
Grundkurven der beiden Netze entsteht. Läßt man die beiden Büschel 
sich um entsprechende Flächen der Netze drehen, so bekommen die zuge- 
hörigen 0| noch die Schnittkurve fi^-ter Ordnung gemeinsam und bilden 
einen Büschel: woraus sich ergibt, daß man sämtliche 0j aus dreien 
in der bekannten Entstehungsweise eines Netzes herleiten kann. In 
ähnlicher Weise führen die Büschel von N^ und A^3 zu einem Netze von 
Flächen *2- 
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HL Aus dem ersteren Netze möge der Büschel (*n,*i2) be- 
trachtet werden*). 

Wenn r ein Punkt von 12 ist, so gehört die Fläche </>i, welche 
durch die Büschel: 

^ 2r ^ 23 J 



J 



K l 



erzeugt wird, zu jenem Büschel; (P23? ^m) ist die Restkurve n^-ter Ordnung. 
Sie ist die gemischte Polarfläche der Geraden 23 und r3. 

Ebenso haben wir im anderen Netze den Büschel (*2n*22)j be- 
stehend aus den gemischten Polarflächen der Geraden 13 und r3, die je 
durch P,ri^,3, l\ri\3 erzeugt werden. Indem wir die zu derselben Geraden rS 
gehörigen Polarflächen einander zuordnen, machen wir die beiden Büschel 
zueinander projektiv; sie erzeugen eine Fläche von der Ordnung 4n. 
Die Schnittkurve zweier entsprechenden Flächen * aus diesen Büscheln 
zerfällt in die Grundkurve (Pj^., P33) des Büschels aus N^ und eine Kurve 
von der Ordnung 3n^, das Erzeugnis der drei projektiven Büschel {l\rn Pn), 

(^2r7 P23)? (Psr? ^33)» 

Und die Fläche 4n-ter Ordnung zerfällt in die Fläche P33, die 
durch den erst genannten Teil entsteht, und eine Fläche V von der 
Ordnung 3n, welche durch die Kurve 3;i^-ter Ordnung erzeugt wird. Drei 
entsprechende Flächen der Büschel, welche die zur Geraden r3 gehörige 
Kurve dieser Ordnung erzeugen, sind, wenn s ein Punkt von rS ist, die 
Polaren P,,,P2„ P3,; dadurch wird V^ der Ort der Schnittpunkte der Polaren 
von 1,2,3 und damit aller Punkte von 123 in bezug auf die Polare des 
beliebigen Punktes s der P^bene 123, oder der Pole der Ebene 123 in 
bezug auf die Polaren der Punkte s dieser Ebene, also der Ort der Punkte ^, 
für welche 123 Polarebene ist in bezug auf die Polare eines Punktes s 
dieser Ebene. Die Polarebene oder n-te Polare von x in bezug auf die 
erste Polare von s ist die erste Polare oder Polarebene des s in bezug 
auf die ;i-te oder vorletzte Polare von x; und weil sie durch den Pol geht, 
so berührt sie diese vorletzte Polare. Demnach ist ¥^ der Ort der Punkte, 

*) Hier kann man, weil es sich eben nur um Polaren handelt, Cremonas Be- 
trachtung etwas vereinfachen und anschaulicher machen. 
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deren vorletzte Polare die Ebene 123 tangiert: die reine Polarfläche 
dieser Ebene. 

Nunmehr haben wir sie nur auf die Ebene bezogen und von der 
engeren Beziehung auf die drei Punkte 1,2,3 freigemacht 

Wenn s je die Gerade 3r durchläuft, erzeugen die Schnittpunkte 
(Pu^P2,^Pzs) die Kurve von der Ordnung 3n^ und, wenn dann r die 12 
durchläuft, erzeugt diese Kurve die Fläche V^; damit wird sie Ort jener 
Schnittpunkte für alle Punkte s von 123 oder Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Flächen aus den drei kollinearen Netzen N^^NijN^^ die ja 
eine Fläche von der Ordnung 3n erzeugen (Nr. 23). 

Indem wir P33 ^F andererseits durch die einen symmetrischen Komplex 
bildenden projektiven Büschel 

erzeugen, erkennen wir (Nr. 42), da£ dies Erzeugnis von 4>ii längs des 
Schnittes mit ^n tangiert wird, und zwar der Bestandteil P33 längs der 
Kurve (^23,^33) und der Bestandteil V^ längs einer Kurve 3n^- Ordnung, 
dem Erzeugnis der drei projektiven Büschel (P12, -P«), (^22? ^3)» (P32, ^33)1 
wie aus der eben erwähnten Erzeugung von ^ durch kollineare Netze und 
aus denen von *„ und ^21 sich ergibt. Und ähnliches gilt für *22« 

Ferner, die 8n^ gemeinsamen Punkte von *n? *22? *i2 müssen zu 
Doppelpunkten des Erzeugnisses P33 V^ führen. Zu ihnen gehören die n^ 
Schnittpunkte von P,3, i^^a, P33, in denen die drei Flächen * einander be- 
rühren, was 4/i^ Schnittpunkte absorbiert. Denn die Schnittkurve zweier 
hat in einem solchen Berührungspunkte einen Doppelpunkt und berührt in 
ihm mit beiden Ästen die dritte. Sie liegen auf P33 und auf ^, letzteres, 
weil sie Schnittpunkte entsprechender Flächen aus den die V^ erzeugenden 
kollinearen Netzen iV^, iV,, A^, sind; auf diese Weise werden sie Doppel- 
punkte P von P33 W. . 

Die 8n*— 4n^ = 4n^ übrigen gemeinsamen Punkte der * sind 
Doppelpunkte von ?F allein. 

Die reine Polarfläche einer Ebene, von der Ordnung 3n, hat 4/^' 
Doppelpunkte. 
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Nachdem wir aber diese Fläche von der Beziehung zu den Pankten 
1, 2, 3 befreit haben, erkennen wir: 

Sie wird von der reinen Polarlläche jeder Geraden der Ebene, zu welcher 
sie gehört, längs einer Kurve 3w^-ter Ordnung berührt Und die beiden zu 
zwei Geraden der Ebene gehörigen Bertthrungskurven werden durch die ge- 
mischte Polarlläche der beiden Geraden eingeschnitten. Alle diese reinen 
und gemischten Polarflächen und zugehörigen BerUhrungs- oder Schnitt- 
kurven gehen durch die 4n^ Doppelpunkte, welche die Fläche besitzt 

IV. In Nr. 46 geht Cremona über zu vier kollinearen Gebüschen 
(syst^mes lin^aires) von Flächen 7i-ter Ordnung: 



G. 


IJ U IJ IJ p 


? 


G, 


/ 21 / 22 -^23 ^24 -^25 • • • 


1 


0. 


^31 i 32 ^33 ^34 ^30 • • • 


J 


0. 


' 41 ^42 ^43 ' 44 ^45 • • • 


1 



welche einen symmetrischen Komplex bilden, bei denen also: 

r2i ^E /^2 j -^ 31 ^ ^12 ? • • • -^43 ^ -^34« 

Die drei kollinearen Netze 

-^^2 = (^22 1 ^23 1 ^ 24) ? -^^3 = (^32 ? ^ 33 1 ^34) 7 -^4 = (^42 ? ^43 J -^44) 

aus 6r2» 0^3, 0^4 erzeugen wohl eine Fläche ¥^„ von der Ordnung 3n. Aber 
aus der blo£en Voraussetzung des symmetrischen Komplexes läßt sich, wie 
im vorangehenden erkannt wurde, nicht schliefen, daß sie von der durch 
die projektiven Büschel (P33, P34)? (^43» A4) erzeugten Fläche * längs einer 
Kurve von der Ordnung 3n^ berührt wird. 

Ferner, die Fläche ¥^,2, welche durch die drei kollinearen Netze 
(^21,^^23,^24), (^1,^3,^34), (i^4i, P43, ^44) aus (72,03,04 entstehe, kann 
wohl, wie in Nr. 45 erörtert wird, auch durch eine KoUineation zwischen 
den Netzen (^12,^^13,^14), (Aa, A3, A4), (A2, ^3,^4) aus G^.G^.G^ erzeugt 
werden, aber das ist nicht die KoUineation, welche diesen Netzen durch 
die KoUineation der Gebüsche zukommt; also ist ^^ nicht mit der aus 
dieser KoUineation hervorgehenden Fläche ¥^21 identisch. U. s. w. 
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Handelt es sich aber wiederum um zweite Polaren in bezag auf F"+*, so 
ist ¥^11 die reine Polarfläche der Ebene 234, und sie wird von der Fläche *, 
der reinen Polarfläche der Geraden 34, längs der Kurve von der Ordnung 3n* 
bertlhrt, die durch die projektiven Büschel (P23? ^24), (^33,^34), (A3 »^44) er- 
zengt wird und auf der gemischten zweiten Polarfläche von 24, 34 liegt 

Analog entsteht die reine Polarfläche ¥^22 der Ebene 134 und wird 
von derselben * längs der durch (I\^^ 1\^)^ (^33,7^34), (^43,^44) erzeugten 
Kurve bertlhrt. 

Wir nennen nun ¥^,2 das Erzeugnis der kollinearen Netze: 

P P P 

^ 21 ^23 -^^24 • • • 1 
P P P 

-^41 -^3 -^44 ••• 

der Polaren der Punkte von 134 in bezug auf P2, I\^ I\. 

Ist s ein Punkt von 134, so sind in diesen kollinearen Netzen seine 
Polaren nach P2, P3, i4 entsprechend, die wir auch die Polaren von 2, 3, 4 
nach P, nennen können. Ein beliebiger Puhkt x von ?P,2 ist Schnitt dreier 
solcher Polaren, 234 also die Polarebene oder n-te Polare des x in 
bezug auf P, oder die erste Polare oder Polarebene von s in bezug auf 
die n-te oder vorletzte Polare von x. Da also der Pol s in 134 liegt, 
so werden 134 und 234 in bezug auf diese Fläche 2. Grades konjugiert; 
und W^2 ist Ort solcher Punkte x^ in bezug auf deren vorletzte Polaren die 
genannten Ebenen konjugiert sind. Genau zu demselben Ergebnis gelangt 
man bei V^^j dem Erzeugnisse der kollinearen Netze (P12, Pi3,Ph),... aus 
ö^n 0^37 0^4* Damit ist die Identität von W^2 und ¥^21 erkannt, und die Er- 
örterung von Nr. 45 sowie auch die in Nr. 44 wird überflüssig. Diese 
Fläche heißt die gemischte Polarfläche der Ebenen 134 und 234. 

Die beiden Erzeugungen dieser Fläche, als ¥^12 und ¥^21, zeigen, daß 
die Kurven 3n^-ter Ordnung, längs deren ¥^n und ¥^22 von berührt 
werden, auf ?Pi2 liegen; sie bilden den vollen Schnitt von * und ¥^12- 
Die Berührungskurve von * mit ¥^n entsteht durch die projektiven Büschel 
5, = (P33,P,,), jB3 = (P33,i'34), ^4 = (^^43 , ^^44) uud diejenige mit ¥^22 durch die 
Büschel 5i = (P,3, P14), ^3,^4. Die beiden Kurven haben gemeinsam die 
4n^ Punkte, in denen entsprechende Flächen von allen vier projektiven 
Büscheln B^^B^^ ^3, Bl zusammen kommen (Nr. 19). In diesen 4n^ Punkten 
berühren daher die drei Flächen ¥^U7 ^22» ^12 die * und einander. 

Journal für Mathematik. Bd. 134. Heft 4. 39 
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V. Betrachten wir die erste der beiden Berttbrungskurven noch etwas 
genauer. Wenn t ein Punkt von 34 ist, so sind P2,, Pj,, P4, entsprechende 
Flächen aus den erzeugenden Büscbeln B^^ i^s, Z^«; ist x ein gemeinsamer 
Punkt dieser Flächen, also ein Punkt der Kurve, so folgt wieder, dafi t 
der Pol der Ebene 234 in bezng auf die vorletzte Polare von x ist. Die 
Kurve ist der Ort der Punkte, in bezug auf deren vorletzte Polaren die 
Ebene 234 ihren Pol auf 34 hat. Für einen gemeinsamen Punkt von !Pn 
und W.^i gilt nun, daß in bezug auf seine vorletzte Polare die Ebene 234 
einen Pol in 234 und einen in 134 hat. Sind diese Pole identisch, so 
handelt es sich um einen Punkt von 34, und der gemeinsame Punkt liegt 
auf unserer Kurve. Sind sie nicht identisch, so gehört er dem Kestschnitt 
von der Ordnung 6 ?i^ an, und die vorletzte Polare ist ein Kegel, der seine 
Spitze in 234 hat, so daß diese cx>^ eine Gerade erfüllende Pole hat In 
jede Ebene durch 34 fällt also einer, und beide Kurven liegen auf den 
gemischten Polarflächen, die zu der festen Ebene 234 und einer veränder- 
lichen Ebene durch 34 gehören. Diese Polarflächen bilden einen Büschel, 
der zu dem Büschel der veränderlichen Ebenen projektiv ist Ist r34 
eine dieser Ebenen und r ihr Punkt auf 12, so wird die gemischte Polar- 
fläche von 234 und r34 durch die Netze (P^,, P231 P24), {Pzr, /^33, ^34), iK, Z«, A*) 
erzeugt. Zu diesem Büschel gehören ¥^n? ^12. 

Ebenso haben wir den Büschel (¥^21, ¥^2,) der gemischten Polar- 
flächen, die zu 134 und je einer r34 gehören. Erzeugende Netze sind 
(Ar? A3? AO und die beiden letzten von vorhin. Die zu derselben Ebene 
r34 gehörigen 'Fjr, ^2r haben die Kurve von der Ordnung 3n^ gemein, 
längs deren die reine Polarfläche von r34 von der Fläche * berührt 
wird. Sie entsteht durch die projektiven Büschel (P^j, P^*), (P33, P34), (P43, P44). 
Wir wollen diese Kurve noch auf eine andere Weise entstehen lassen. 
p]s liege t wieder auf 34, so sind P^^ A^, A, entsprechende Flächen aus 
jenen Büscheln. Ein Schnittpunkt .1 von ihnen, also ein Punkt der Kurve, 
ist Schnittpunkt der Polaren von r, 3, 4 in bezug auf A, mithin Grundpunkt 
des Netzes der Polaren aller Punkte von r34 nach A; folglich gehen die 
Polarkurven aller Geraden dieser Ebene nach P, durch ihn. Von den 
Polarkurven der nämlichen Geraden in bezug auf P3, welche auch die Grund- 
kurven eines Netzes sind, geht eine durch ihn; weil nun die Polarkurven 
der zugehörigen Geraden in ?'34 in bezug auf P3 und P, beide durch ihn 
gehen, so tut es, da P4 zum Büschel P3 P, gehört, auch die in bezug auf 
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P4. Der Punkt x ist demnach Schnittpunkt entsprechender Grundkurven 
der Netze der Polaren der Punkte von rM in bezug auf P3 und P4, also 
ist die Kurve das Erzeugnis der beiden kollinearen Netze: 

^Zr ^33 ^3Ay 
-^♦r -^43 ^ 44? 

welches Erzeugnis ja von der Ordnung 3 72^ ist (Nr. 23.). 

Außer dieser Kurve haben V^j^, W2r noch eine Kurve von der Ord- 
nung 6n^ gemein. Ist x ein Punkt derselben, so gehen durch ihn, weil 
er auf V^r liegt, drei entsprechende Flächen aus :iV2= (Pj^, Pjs? ^24)? 
^^^3 = (P3ri ^3, ^34)7 ^4=(^4r,^43,P44) Und, wcll cr auf V^ Hogt, drei, ent- 
sprechende Flächen aus A^i=(Pi^, P13, P14), iVj, iV^. Handelte es sich um 
verschiedene entsprechende Flächen aus iVj, N^^ so würden, da dies die 
obigen zu r34 gehörigen Polarennetze in bezug auf P3,P4 sind, in x sich 
zwei entsprechende Grundkurven aus diesen Netzen schneiden , was nur für 
die Punkte des anderen Schnittbestandteils gilt. Folglich sind es beidemal 
die nämlichen entsprechenden Flächen aus N^^ N^^ und der Punkt x ist ge- 
meinsam vier entsprechenden Flächen aus N^^Ni^N^^N^. 

Bewegt sich r34, so werden die Büschel 372-ter Ordnung der 
Wir und ¥^2r projektiv und erzeugen eine Fläche von der Ordnung 6;^; 
von den beiden Schnittbestandteilen entsprechender Flächen, 3?2'-ter und 
6n^-ter Ordnung, erzeugt der erstere die Fläche 0, die reine Polarfläche 
von 34, welche 2 ?2-ter Ordnung ist, der andere also eine Fläche ^ 4n-ter 
Ordnung, Die vier Netze erzeugen dann die 4 Gebüsche öi,Ö2?Ö3,Ö4, 
und J ist der Ort der Punkte, in denen vier entsprechende Flächen aus 
diesen sich schneiden; welcher Ort nach Nr. 36 von der Ordnung 4n 
sein muß. 

VI. Weil nun wiederum die beiden Büschel (V^n? ^12) und (¥^21, 
9^22) einen symmetrischen Komplex bilden, so müssen die Schnittpunkte 
dieser drei Flächen V',,, 7^22, ^12 für die erzeugte Fläche ^J Doppel- 
punkte liefern. Sie haben, wie in IV gefunden, 4n^ Berührungspunkte, welche 
wie oben für 4 • 4n^ Schnittpunkte zählen. Diese liegen auf *, denn die drei 
Flächen V berühren in ihnen einander und *, aber auch auf ^, als 
gemeinsame Punkte entsprechender Flächen aus den Büscheln B^^B^^B^^ 
P4, welche in den ^ erzeugenden kollinearen Gebüschen öi, ö^2? ö^3? G^4 ent- 
sprechend sind. Auf diese Weise werden sie Doppelpunkte von WJ. Es 

39* 
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bleiben (3n)^— 16n^ = lln^ Schnittpunkte, von denen n^ auf * und \0n^ auf 
J doppelt Bind. 

Diese Fläche J von der Ordnung 4n hat also 107^^ Doppelpunkte? 
welche auf allen reinen und gemischten Polarflächen von Ebenen liegen. 

Aus der Erzeugung durch jene Büschel, die einen symmetrischen 
Komplex bilden, folgt ferner, dajß J von jeder reinen Polarfläche einer 
Ebene längs einer Kurve von der Ordnung 6n^ berührt wird und die von 
zwei Ebenen herrührenden BerUhrungskurven auf der gemischten Polarfläche 
der beiden Ebenen liegen. 

Nun folgt das vierte Kapitel von Cremoiia^ in dem einige Partien, 
weil schon im neuen dritten enthalten, zu streichen sind. 
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über Labilität 
eines materiellen Punktes im widerstrebenden Mittel. 

Von Herrn Moritz RHhy in Budapest. 



I. Im AnschloJß an meine frühere Mitteilnug*) gehe ich auf die 
UntersQchung des Gleichgewichts eines materiellen Punktes über, wenn das 
Mittel auf den in ihm bewegten Punkt auJßer dem tangentiellen Widerstand 
auch einen solchen in Richtung der Hauptnoimale ausübt.**) 

Bezeichnet man die kartesischen Koordinaten des Punktes (von der 
Masse = 1) mit Xy y^ z^ die Geschwindigkeit mit t;, das Potential der freien 
Kraft mit (/, die tangentielle Widerstandskraft mit f(v)^ so sind die Be- 
wegungsgleichungen des materiellen Punktes 

a;' = -x f{v) ^y:T7— , 

ox ' ^ ^ t? dt v^ 

dz ' ^ '^ V dt v^ 

wo l einstweilen eine beliebig veränderliche endliche Größe bedeute. 
Ich führe die Bezeichnungen ein 

;>,= «a:"+ /^y" + yz'\ 
(2.) tv= «a:'+ /?t/'+ yz', 

p_ du ^ ^du . au 

* da ' oy ^ dz 



*) Über Stabilität und Labilität etc., dieses Journ. Bd. 133, S. 284 ff. 
**) Ich fasse hier das in ungarischer Sprache in „Mathematikai es Physika! Lapok^ 
Bd. XVI, S. 261—272 und S. 365—372 Publizierte im Auszuge zusammen. 
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Schreibt man die Gleichungen (1.) in der Form 

SO folgt mittels Komposition dieser Gleichungen 

(3.) (, + ,),,= P,+ x^|_/-(„)^. 

Nun sei erstens 

a) a=x\ ß^y\ y = z'', 

zweitens sei, wenn mit n die vom materiellen Punkt gegen den KrUmmungs- 
mittelpunkt der Bahn gerichtete Gerade bezeichnet wird, 



b) a= co8 0i,.r), 


ß = cos (71 ,1/), ^ = cos 


drittens sei 




c) «=cr, 


ß=y^ y=«; 


schließlich sei 






,, du au 

l^~dy' Y- dz 


Wir haben im ersten Fall 


, dv 
a) Pi-'dt' 


% D du 


im zweiten Fall 




b) Pi^~, 


t,,=0, l\=l\, 



wo p den Krümmungsradius und P^ die Komponente der freien Kraft in 
Richtung des Krümmungsradius bezeichnen; im dritten Fall haben wir (bei 
der Bezeichnung r*=a:^+ 3/^+2^) 

im vierten Fall haben wir schließlich 

wo P die freie Kraft in x^ y^ z bedeutet; und wir haben 
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WO V durch die Gleichung definiert ist 

(4.) .^0^H|^V+g'^+2|.äy.' + 2||«+2-,.y. 

Aus der Gleichung (3.) entspringen daher den Fällen a), b), c), d) 
gemäB die Gleichungen 

(4«) (l + i)^=P„ 

(4-) (1 + ,),." = ^ + ^^---' -/•(.) J + '±-^(.^-r'0, 

II. Man sieht aus (4^), daß auf die Veränderung der lebendigen 
Kraft außer der Potentialkraft bloß die Widerstandskraft f(v) von Einfluß 
ist; auch dies zeigt, daß f(v) die Tangentialkomponente des totalen Wider- 
standes ist 

Die Gleichung (4^^) zeigt, daß die zentripetale Komponente der Be- 
schleunigung nur dann gleich ist der Komponente der freien Kraft in 
Richtung von n, wenn i = ist, während sonst 

9 1+Ä 

stattfindet. Demnach bedeutet ^— die Widerstandskomponente in Richtung 

und im Sinn von n, und diese Komponente nimmt bei endlichem P^ nur 
dann unendlich ab, wenn l unendlich abnimmt. Ich nenne den Faktor l 
den Wirku7igskoeffiziente7i der normalen Widerstandskomponente. 

dv 

Die Gleichung (4^".) transformiere ich mittels (4^), indem ich -,. 
eliminiere, und habe an ihrer Stelle 

(50 '•" = r+l(-a7+'-7)-A")'>7C"'-''')- 
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Ich führe nun bezüglich U die VoraasBetzung ein, daß es im Punkte 
G^ wo r = 0, ein Minimum besitze, und daß diese Eigenschaft aus seiner 
rai//orschen Entwicklung erkennbar sei; bezüglich des Wirkungskoeffizienten 
l will ich ferner die Voraussetzung einführen, daJß sein absoluter Wert bei 
abnehmender Geschwindigkeit unterhalb einer durch ü angebbaren Größe 
<;l sinkt. Es läßt sich dann beweisen, daß das erste Glied zur Rechten 
von (5.)i nämlich 

, fdü ^ ,r'U'\ 1 

innerhalb eines um G herum abgrenzbaren Gebietes T eine nicht negative 
Größe ist. 

Ich unterscheide, um dies zu beweisen, drei Fälle: 

1. Es sei 

U=F(r). 

Dann ist 

. /, , . /"N 1 du 

f) TT 

daher ist das Gebiet T nur so abzugrenzen, daß -^- in ihm nirgends negativ 
ist, was bei der vorausgesetzten Minimumeigenschaft von Zimmer möglich 
ist, und daß in ihm |^|<Cl bleibt. Ist die Anfangsgeschwindigkeit genügend 
klein, so folgt die Erfüllbarkeit der letzteren Bedingung aus der bezüglich 
l gemachten Voraussetzung. 

2. Bezeichnen r^S^^co die Polarkoordinaten des materiellen Punktes, 
so sei 

Ich setze, mit e und /; positive Größen bezeichnend, 



wo 



d. i. 



, ,dü , , ,/dU , , f)U «,\ 
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Da .4, in /, &\ oo' eine quadratische Form ist, so steht demnach fest, 
A&ß 

also A eine nicht negative Gröfie ist, sobald das Gebiet T auf die Weise 
abgegrenzt wird, daJß in ihm keine der drei Größen 

negativ werden kann. Nur das Nichtnegativwerden der dritten Größe ist 
zu untersuchen, da es fraglich ist, ob durch die Forderung bezüglich des 
Wirkungskoeffizienten X nicht Unerfüllbares vorgeschrieben würde, wenn X 
etwa eine Funktion bloß der Geschwindigkeit t; sein sollte. 

Da bei der vorliegenden Frage das niedrigste Glied der Taylorsehen 
Reihe des Potentials, das mit Uin bezeichnet werde, entscheidend ist, so ist 
demnach nur die Forderung 

dr ^ ^ dx^ 

ZU untersuchen. Da 



(7.) 4,(,+ X)<^^)'-.'(^)"50 



WO /l (9) eine ganze Funktion von sin 9 und cos i? ist, so hat man 

dU2r 



(dU2n \' 
du J—\2nfi{i'i 



(.>)> 



Da Uin nur für r = verschwindet und nirgends negativ ist, so ist 
/i (ß) gewiß positiv. Da außerdem fl (3) ebenfalls eine ganze Funktion von 
sin ^ und cos & ist und als solche nicht unendlich groß werden kann, 

so hat die durch (8.) definierte Größe v-^-^^— ) ©ine obere Grenze, 

2 
die mit ^ bezeichnet werden möge. 

Nun treffe ich bezüglich X die Festsetzung 

(7'.) 2Ti{ri + X)M-^X' = 0. 

Dann ist der Forderung (7.) gewiß Genüge geleistet Demnach 
haben wir 
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also haben wir, im Falle l positiv ist; bezüglich l die Forderung zu er- 
füllen, daß es kleiner ist als 



und im Fall X negativ ist, daß der absolute Wert von X kleiner ist als 



Ich habe demnach das Gebiet 7' so eng zu begrenzen, daß in ihm 
die Geschwindigkeitszunahme Jv selbst im Falle eines nicht widerstehenden 
Mittels so klein ausfällt, daß die zur Geschwindigkeit Jv gehörige Größe 
von l kleiner ist als der soeben festgesetzte erlaubte Wert des Wirkungs- 
koeffizienten. Ist das der Fall, so darf ich dem materiellen Punkt nur eine 
so kleine Anfangsgeschwindigkeit i'u erteilen, daß auch der zu v^^+Jv ge- 
hörige Wert von X den festgesetzten erlaubten Wert des Wirkungskoeffizienten 
nicht überschreitet. 

3. Ich gehe zum dritten, dem allgemeinsten Fall über 

wo an Stelle von (5".) die Identität tritt 



(5'".) 



(l + X)A^.^+^B, 



B= /l, +i.-^—ru). 



dm 



Die Grö£e B igt gewijß nicht negativ, wenn die Determinante 



2(i7 + A) 



dr' 

dU2n 
oft» 



du. 



an 



diy 







2»? 



dUin 





^^'" r" 8in*d 



dr 



wie auch die Hauptminoren der Determinante positiv sind, also wenn außer 
den beiden Größen 
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auch noch 

nicht negativ ist, wo M \m allgemeinen nicht dasselbe bezeichnet, wie in 
(7'.), sondern den im Wertvorrat der Größen 



befindlichen kleinsten Wert, resp. die untere Grenze dieser Werte; daß eine 
solche existiert, davon überzeugt miaii sich Wie früher. 

Da die Forderungen demnach dieselben sind wie im Fall (2.), so 
ist das Gebiet T auch jetzt ebenso abjsügrenzen wie im genannten Fall. 

III. Bezeichne ich die Summe der ersten und der letzten Glieder zur 
Rechten der Gleichung (5.) mit K und schreibe diese in der Form 

(9.) r" = K-f(y)^, 

SO ist demnach die Größe K gewiß nicht negativ und verschwindet höchstens 
im Punkte r = 0. Daher fließen aus dieser Gleichung (9.) dieselben Konse- 
quenzen, wie aus der Gleichung (2*) meiner oben zitierten Note. Ich kann 
daher die folgende Verallgemeinerung des Satzes des Herrn Fejer aussprechen: 

Hat das Potential U im Punkte G ein aus dem OUed Ujn der Taylor- 
scheii Entivickelung erkennbares isoliertes Minimum^ wo n beliebig ist, so 
befindet sich der materielle Punkt in G in labilem Gleichgeivickt, wenn nur 
der Wirkungskoeffizient der normalen' Hauptkomponente des Widerstandes 
bei genügend abnehmender Geschwindigkeit kleiner toird als eine (im allge- 
meinen diir^ch die Konstanten . des Potentials) bestimmte Größe, während der 
bei v=0 verschwindenden tangentiellen Komponente f(v) die Eigenschaft zu- 

kommt, daß '-^ bei abnehmendem und genügend kleinem 'V entweder kleiner 

bleibt als eine gewisse endliche Größe, oder monoton zunimmt. 

IV. Die Betrachtung der Gleichung (4^^.) führt zu teilweise anderen 
genügenden Bedingungen des labilen ^ Gleichgewichts. 
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Man findet mittels (4'.) die Gleichung 

dv ü' ( ü' V ^/ N U' 

al80 infolge 

— = -^ i- -5--+-^---= ^coß (P,v) 

V da V oy V dz r \ t / 

die Gleichung 

daher kann man die Gleichung (4^.) bo schreiben: 

(10.) U'' = P' cos^ (P, V) + ?^^^ + r- /•(.) ^ . 

Sind die Hesse^che Determinante von U und ihre Hauptminoren 
in der Umgebung von r=0 sämtlich positive Formen, so ist Keine posi- 
tive quadratische Form von x'^y\z\ Ist in dieser Umgebung auch l+l 
positiv (wenigstens für genügend kleine Werte von v), so nimmt die 
Gleichung (10.) die Form an 

(lo'o u"^K-m^, 

wo K in einem Gebiete T um den Punkt r=0 herum nicht negativ ist, 
sobald nur die Anfangsgeschwindigkeit genügend klein gewählt wird, und 
K kann nur für rssO verschwinden. 

Ein Blick auf die Gleichungen (9.) und (10^) zeigt daher, daß diese 
sich im wesentlichen nur darin unterscheiden, daß U* und U^' an Stelle 
von r' und r" stehen. Man kann daher bei denselben Voraussetzungen über 
f(v) aus (10'.) bezüglich des Anwachsens von (7 dieselben Schlüsse ziehen, 
die wir aus (9.) (resp. (2.)) bezüglich r gezogen haben*), und den Satz 
aussprechen: 



*) Man kann Dämlich (IC) auf die Form bringen: 

U' = üC- Q i^?)i^-^ 7n—J(y cos(Q,t;)). 

^/(t;co8(Q, v)):üco8(Q,i?)' ^ 
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Wirken auf einen freien materiellen Punkt 

1. eine freie Kraft^ deren Potential U nur von der Lage des Punktes 
abhängt^ 

2. eine dei* Geschwindigkeit v entgegengesetzte Widerstandskraft /(v), 

3. eine in den Krümmungsradius der Bahn fallende Widerstandskraft 

l— (wo e den ErUmmungsradiuB bezeichnet), so ist der frei bewegliche 

materielle Punkt in G in labilem Gleichgewicht^ wenn 1) in der von G aus- 
gehenden Taylorschen Entwicklung von U das ei^ste nicht identisch ver- 
schwindende Glied von gerader Ordnung ist und die Hessesche Determinante 
samt den Hauptminoren positive Foimen sind^ wenn 2) für genügend kleine 

V das Verhältnis '-^ kleiner als eine angebbare Größe ist, oder wenn für 

genügend kleine abnehmende v dieses Verhältnis monoton wächst, während 
f(0)=0 isty und tcenn 3) die Größe 1 + A>0 ist. 

Die hier für ü aufgeBtellte genügende Bedingung ist erfüllt, wenn 
ü \vk G ein Minimum wird und diese Eigenschaft im quadratischen Glied 
Ü2 der Tay/orschen Entwickelung von U sich offenbart; ist U^^O^ so ist 
die Bedingung im allgemeinen selbstverständlich nicht erfüllt. Die für den 
in die Normale fallenden Widerstand hier aufgestellte genügende Bedingung 
ist hingegen viel weniger beschränkend als die in Nr. III gefundene; die 
geometrische Bedeutung dieser Bedingung (1+A>0) ist die, dafi die Kom- 
ponente der freien Kraft in Richtung des Krümmungsradius denselben 
Sinn hat wie der von dem materiellen Punkt gegen den Krümmungsmittel- 
punkt gerichtete Vektor. 
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Sur quelques tiransformations 
des öquations difförentielles du premier ordre^ 

Par M. Georges Rhnou7ido8 k Aihenes. ' 



1. Envisageons les ^quations differentielles du premier ordre de la 
forme: 

oii les PQc^y) et Q(x^y) designent des fonctionti uniformes par rapport 
k X et polynOmes par rapport ä y. 

Le thöorfeme fondamental de Canchy suf rexistehce d'une integrale 
nm^e r^pondant k des couditions initiales r^guli^res noüs cönduit ä quel- 
ques transförmations remarquables des equations difTerehtielles du. premier 
ordre, que nous exposerons dans ce travail. 

Si nous faisons sur requation difförentielle la substitütioii: y = y\ nous 
trouvons une transformee de la forme: 

et nous savons que les conditions initiales singuli^res correspondent aux 
valeurs de x qui satisfont aux resultats de Telimination de y entre les 
equations: 

l\x,y)rr.i) Ö(.r,i/)=0 

d'une part et les equations: 
d'autre part. 
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L^enaemble (E) de ces points dn plan x est, en gen^ral^ d^nombrable; 
il est fini daus le cas, oü le8P(a:,t/) et Q(:2;,2/) sont polynömes auBsi en x. 
Nous nous placeroi» dang ce cas pour fixer les id^es. 

2. Le th^or^me fondamental de Chauchy nou8 conduit imm^diatement 
au thöor^me suivant; 

Theoreme L ,,Si nous considerons dmx integrales qnelconques 
yi et y-i de Vequation differentielle^ la difference yi—yz ^^ saurait sanmder 
quaiix points de Pensemble (£), cest-ä-dire cette fonction ^i— 2/2 ^'^ qii^in 
nombre fini de zeros/^*) 

Une integrale qaelconqae de l'^qaatioii difiT^rentielle donn^e peut 
admettre on nombre iufini de z^ros; il est ^videmment interessant d'avoir 
une transformatiou qui fasse disparaitre les zeros qui se trouvent dans le 
domaine de l'infini de toates les integrales sirmdtanement. Une teile trans- 
formation, conduisant k une ^quation differentielle transform^e, dont toates 
les integrales n'admettent qn'nu nombre fini de z^ros, est la suivante: 

(3.) y^y,:=üf 

t/i designant une integrale particuli^re de l'equation difi'erentielle donn^e. 
Nous avons done le th^or^me suivant: 

Theoreme IL y,La transfonnation (3.) fait disparaitre dans tintegrale 
generale tous les zeros mobiles: les zeros des integrales de l'equation trans- 
formee sont tous fixes et en nombre fini,'' 

La transformation: ^ 

fournit le m^me r^sultat pour les infinis de Tint^grale generale, qui 
deviennent tous fixes de sorte que toutes les integrales de requation trans* 
formte sont finies dans le domaine de Tinfini« 

Nous pouYons constater cela dans l'exemple de l'equation de Buxati^ 
dont Tint^grale g^n^rale est de la forme; 

_ C.A(aj)+B(x) 
y^ C.r(x) + d(a')' 



*) Dans UD ordre d'idces analogue, M. Petrovitch a trouve d'autres rcsultats sar 
les traDscendentes uniformes satisfaisant a une cqaation du premier orde. (Voir: 
M. Pärovüch^ thfese de doctorat, Paris, Oauthier-Villars^ et M. Picard^ Tratte d'analyse 
t. III p. 356). 
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C etant la constante arbitraire et lea A(x)j B(x)^ r(x)^ J(x) designant 
des fonctions d^termin^es de x. 

Si 3/1 d^signe une integrale partielle correspondant k la valenr C^^Q 
noQS aarons: 

et iious voyons que les z^ros de la fonction w^y — y^ doivent ou bien 
annaler la fonction AJ^-BT^ qiii ne dopend pas de la constante arbitraire, 
ou bien rendre infinie une, au moins, des fonctions F et J. II en est de 
meme des infinis. 

3. Les transformations expos^es dans les paragraphes prec^dents se 
compl^tent par une autre plus g^n^rale, qui exige la connaissance de trois 
integrales particuli^res ^i, 3/2 et 3/3 et rend fixes les z^ros et les infinis 
(simultan^ment) de Tint^grale g^n^rale. 

Pour cette transformation nous utilisons la notion du rapport an- 
harmonique de quatre quantit^s, qui semble avoir une signification particu- 
li^re pour la th^orie des ^quations diflF^rentielles du premier ordre*). 

Consid^rons un rapport anharraonique de quatre integrales ^1,^2^ 2/3 

et y et posons: 

C5) y— .V» . .yi— y« ^ ( y— .vOCvi— .y») ^^ 

^ '^ y-Vt ' 3/1— y» ly-y,)(j/i—y,) 

3/1)2/2)3/3 designant trois integrales connues et y une integrale quelconque. 
Pour que la variable t s'annule, il faut ou bien que les diff^rences y — yz^ 
3/1 *" 2/3 s'annulent ou bien qu'une des integrales y.y^ ^2, 3/3 prenne une 
valeur infinie, ou bien que plusieurs integrales 3/9^1^2^3 deviennent infinies 
simultanement. La premiere circonstance ne se presente qu'aux points de 
Tensemble {E) d'aprös le theoreme L Dans la seconde circonstance, la 
variable t ne devient pas du tout nulle qu'aux points de Tensemble (£), 
comme nous voyons en ecrivant la formnle (5.) comme il suit: 



*) Voir aussi: Sur les fonctions ayant un nombre fini de bt'anches^ Journal de 
mathematiques pures et appliquees, 1906, fasc. T. 
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lorsque y^ tend vers Tinfini, la variable t tend ä la m£me limite! qae le 
quotient: ^~^^ , qüi est finie et ditfi6rente de z^ro, s'Ü s'agit' de poirrts 

n'appartenant pas ä TenBemble (-E), 

Enfin, la troisiöme circonstance ne se präsente aussi que pour les 
points de rensemble {E) d'apr^s la d^finition m6me de cet ensemble. 

Nous faisons uiie discassion analogue ponr les infinis de la variable t^ 
qui coliicident oa bien avec les infinis coinmuns de deux, au moins, des 
integrales y,y 1,^2? 3/3 ou bien avec les z^ros des diff^rences y—yz et yx—y^* 
Tout cela n'est possible qu'aux points de Tensemble {E). 

£n effectuant, donc, sur l'^quation difTörentielle donn^e la trans- 
formation (5.)» qni est visiblement homographique, nous la transformons ä 
nne autre, dont Tint^grale g^n^rale n'a pas des infinis mobiles ni des 
z6ros (c'est-ä-dire, d^pendant de la constante arbitraire). Nous avons, par 
cons^quent, le th^or^me suivant: 

Theorhne III. La transformation (5.) faxt disparaUre tous les zeros 
mobiles et tous les infinis mobiles d^ tintegrale generale. De phiSy les zei*os 
et infinis {fixes) qui restent sont en nombre fini. 

Ces th^orömes s'etendent, avec de legeres modifications, ä des ^quations 
diiferentielles lineaires par rapport ä la d^rivee y* d'ane classe plus ^tendue 
que Celle que nous avons examin^e dans ce travail. 

Nous laissons au lecteur le soin de cette extension. 

5. Si nous posons: 

3/1 — y» ^ ^ 

la transformation (5.) prend la forme: 

^ — ^=^et ou y=^—. — ^• 

L'equation differentielle transform^e sera ^videmment satisfaite pour 
^ = et ^=00 et ces deux integrales, qui correspondent aux integrales 
^ = ^2 et ^=^3 de requation donnee, ^chappent naturellement ä notre theoreme. 

6. Si les z^ros et les infinis (qui sont fixes) de l'integrale generale 
de la transform^e sont alg^briques avec des degr^s de multiplicite fixes 
(c'est-ä-dire ne d^pendant pas de la constante arbitraire), il y a encore une 
transformation interessante, que nous allons citer. 
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Formons en effet ane fonction algebrique a(z) admettant les minies 
zöros et infinis avec Tintegrale göuerale de la transform^e avec les m^mes 
degres de mnltiplicitä (ce qni se fait immödiatement, lorsqu'on connait les 
z^ros et les infinis avec lears degres de multiplicit^) et posons: 

II est clair que la fonction (p de x et de la constante arbitraire C n^admettra 
des z^ros et des infinis que pour an ensemble d^nombrable de valenrs de 
la constante C. 

Donc, la nonvelle ^quation differentielle transformöe en (p aara la 
proprietö suivante: Les integrales de cette eqitation sont totalement depourvues 
de zeros et d'infinisj sauf^ peut-etre, un ensetnble dinombrable d'entrelles. 

Cette derni^re transformation exige la connaissance des z^ros et des 
infinis avec lears degres de mnltiplicite, tandis qae les transformations pr^c^- 
dentes n'exigent qne la connaissance de trois integrales particaliöres. Au 
point de vae theoriqae, noas avons le r^saltat remarqaable saivant poar les 
cas consideres dans le paragraphe actael, ä savoir: 

5,£/n« transfomxation homographique fait disparattre tous les zeros et 
les infinis des intigrales^ sauf peut-etre. un ensemble denombrable d'eiitrelles.^' 
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Bekanntmachung. 

Auf Grund des von dem verstorbenen Herrn Di\ Paul Wolfskehl in Darmstadt 
uns zugewendeten Vermächtnisses wird hiermit ein Preis von 100000 M., in Worten; 
„ein hunderttausend Mark'^^ für denjenigen ausgesetzt, dem es zuerst gelingt, den Beweis 
des großen -F^rwafechen Satzes zu führen. Herr Dr. Wolfskehl bemerkt in seinem 
Testamente, daß Fermat (siehe z. B. Oeuvres de Fei^mat^ Paris 1891, t. I pg. 291 observ. II) 
mutatis mutandis die Behauptung aufgestellt hat, daß die Gleichung x^+y^=z^ durch 
ganze Zahlen unlösbar ist für alle diejenigen Exponenten A, welche ungerade Primzahlen 
sind. Dieser i^^wa^sche Satz ist entweder im Sinne Fermate allgemein oder in Er- 
gänzung der Untersuchungen von Kummer (Grelles Journal 40, S. 130ff., Abh. der 
Akad. d. Wiss. zu Berlin 1857) für alle die Exponenten X zu beweisen, in denen er 
überhaupt Geltung hat. Ueber weitere Literatur vergleiche man: Hilhert, Theorie der 
algebraischen Zahlkörper, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung IV 
(1894—95) § 172—173 und Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. 1, 
Teil 2 Arithmetik und Algebra (1900—1904) IC4b, S. 713. 

Die Aussetzung des Preises erfolgt unter folgenden näheren Bedingungen: 

Die Königliche Gesellschaft der Wissenschaften in Göttingen entscheidet frei 
darüber, wem der Preis zuzuerkennen ist. Sie lehnt die Annahme jeder Manuskript- 
sendung ab, die auf die Bewerbung um den Preis für den Fermat^cYL^n Satz Bezug hat; 
sie berücksichtigt für die Preiszuteilung lediglich solche mathematische Abhandlungen, 
die in periodischen Zeitschriften, als Monographien oder in Buchform im Buchhandel 
käuflich erschienen sind. Die Gesellschaft stellt dem Verfasser solcher Abhandlungen 
anheim, etwa 5 gedruckte Exemplare davon an sie einzusenden. 

Außer Betracht bleiben für die Verleihung des Preises solche Arbeiten, die in 
einer Sprache gedruckt sind, welche den zur Beurteilung der Arbeit berufenen Fach- 
gelehrten unverständlich ist. An die Stelle solcher Arbeiten können vom Verfasser als 
richtig anerkannte Uebersetzungen treten. 

Die Gesellschaft lehnt alle Verantwortlichkeit für eine Nichtberücksichtigung von 
Arbeiten ab, die nicht zu ihrer Kenntnis gelangt sind, desgleichen für alle Irrtümer, die 
daraus entspringen könnnten, daß der wirkliche Verfasser der Arbeit oder eines Teiles 
derselben als solcher der Gesellschaft unbekannt geblieben ist. 

Sie behält sich für den Fall, daß an der Lösung der Aufgabe mehrere Personen 
beteiligt sind oder die Lösung durch die Arbeiten mehrerer Gelehrter herbeigeführt 
worden ist, freieste Entscheidung, insbesondere auch die Teilung des Preises nach ihrem 
Ermessen vor. 

Die Zuerkennung des Preises durch die Gesellschaft erfolgt frühestens zwei 
Jahre nach der Veröffentlichung der zu krönenden Abhandlung. Es soll innerhalb dieses 
Zeitraumes deutschen und ausländischen Mathematikern Gelegenheit geboten werden, 
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über die Richtigkeit der durch die Veröffentlichung bekannt gewordenen Lösung sich 
zu äußern. 

Ist der Preis durch die Gesellschaft zuerkannt, so wird davon den Berechtigten 
durch den versitzenden Sekretär im Namen der Gesellschaft Mitteilung gemacht und 
solches öffentlich an allen denjenigen Orten bekannt gegeben werden, an denen der Preis 
im letzten Jahre ausgeschrieben war. Die Zuerkennung des Preises durch die Gesell- 
schaft ist unanfechtbar. 

Die Auszahlung des Preises erfolgt an den Berechtigten innerhalb dreier Monate 
nach seiner Zuerkennung durch die Königliche Universitätskasse in Göttingen oder auf 
Gefahr und Kosten des Empfängers an einem anderen von ihm zu bezeichnenden Orte, 
und zwar wird das vermachte Kapital je nach der Wahl der Gesellschaft bar oder in 
den hierfür hinterlegten Papieren gegen rechtsgültige Quittung zur Auszahlung gebracht. 
Die Auszahlung des Preises kann durch Aushändigung der hinterlegten Wertpapiere auch 
dann erfolgen, wenn deren Kurswert die Summe von 100000 M. nicht mehr er- 
reichen sollte. 

Falls der Preis bis zum 13. September 2007 nicht zuerkannt ist, können An- 
sprüche auf ihn nicht mehr erhoben werden. 



Mit dem heutigen Tage tritt die Wolfskehlsche Preisstiftung unter den vorstehend 
angegebenen Bedingungen in Kraft.- 

Göttingen, den 27. Juni 1908. 

Die Königliche Gesellschaft de^' Wissenschaften. 



